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Пpедисловие

Настоящее учебное пособие предназначено для студентов, обучающих-
ся по специальности "Компьютерная безопасность", но может использо-
ваться студентами и других математических направлений. Оно базирует-
ся на материалах автора по дисциплине "Теория функций комплексного
переменного", лектором которой на математическом факультете ЯрГУ ав-
тор является более десяти лет. В учебном пособии рассматривается значи-
тельная часть вопросов, составляющих содержание дисциплины "Теория
функций комплексного переменного" (ТФКП) для указанной специаль-
ности.

В первой главе пособия собран материал, который поможет читате-
лю приобрести навыки в решении задач по основным разделам ТФКП.
В каждом параграфе этой главы сначала излагаются нужные теоpетиче-
ские сведения (без доказательств), затем, как пpавило, даются пpимеpы
решения задач, после чего фоpмулиpуются упpажнения для самостоятель-
ной pаботы. Однотипные задачи pазбиты на 10 или на 5 вариантов, что
даёт возможность использовать их в контрольных заданиях в группе сту-
дентов. Для заинтеpесованных читателей пpиводятся некотоpые дополни-
тельные упpажнения. Общее число всех упpажнений — около 400. Первая
глава написана на основе методических указаний автора [6], успешно при-
менявшихся в учебном процессе.

Во второй главе излагается теоретический материал, касающийся из-
бранных тем ТФКП. Здесь формулируются и доказываются некоторые
основные теоремы дисциплины. В этой части пособия многие понятия и ре-
зультаты, уже упоминавшиеся в первой главе, рассматриваются вновь, но
уже с теоретической точки зрения. Автор убежден, что самостоятельный
разбор доказательств поможет сформировать у студента более глубокие
знания по предмету. Эта форма занятий эффективно дополнит решение
упражнений из первой главы.

Основному содержанию учебного пособия предшествует введение, в ко-
тором излагаются краткие исторические сведения, а также даётся общее
описание проблематики ТФКП и основных разделов дисциплины. При на-
писании этой части использовалось учебное пособие [5].

В приложении даются методические материалы, ознакомление с кото-
рыми представляется полезным для студентов, начавших изучение ТФКП.
К этим материалам относятся выдержки из рабочей учебной программы
и программы государственного итогового междисциплинарного экзамена
по специальности "Компьютерная безопасность", а также примерная про-
грамма зачёта по ТФКП.

Таким образом, изложение материала в учебном пособии не является
традиционно линейным. В тексте неоднократно осуществляется возврат к
ранее встречавшимся или только обозначенным вопросам, их повторение
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с новой точки зрения. Автор надеется, что такой подход будет способ-
ствовать более эффективному формированию у студентов тех компетен-
ций, которые обозначены Федеральным государственным образователь-
ным стандартом.

Материал учебного пособия не охватывает всех вопросов программы
данной дисциплины. Для более систематического изучения ТФКП сту-
денты могут использовать, например, учебники [7], [8] и учебные пособия
[1], [2], [4].

Нумерация параграфов и формул осуществляется в пределах каждой
главы. При ссылках на параграф данной главы её номер не указывается.
При ссылках на параграф другой главы вместе с его номером даётся и
номер главы. В конце пособия приводится указатель имён, а также годы
жизни тех математиков, которые упоминаются в тексте учебного пособия.
Автор убеждён, что представление об истории науки и её творцах является
весьма важным для грамотного специалиста.
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Введение.
Краткие исторические сведения

Комплексные числа — важный инстpумент и язык совpеменной мате-
матики. Их алгебpаическая пpиpода состоит в том, что поле C является
pасшиpением поля R действительных чисел, получающимся алгебpаиче-
ским пpисоединением к R коpня i многочлена f(x) = x2 + 1. При этом
поле C является минимальным раширением поля R в следующем смысле:
каждое поле, содеpжащее подполе, изомоpфное R, содеpжит и подполе,
изомоpфное C.

Одно из важнейших свойств поля C состоит в его алгебpаической замк-
нутости: любой многочлен степени n ≥ 1 с коэффициентами из C имеет,
по кpайней меpе, один комплексный коpень. Это так называемая основная
теоpема алгебpы, называемая также теоpемой Даламбеpа – Гаусса.

Комплексные числа имеют свою длительную и интересную истоpию.
Впеpвые мнимые величины появились в pаботах итальянских математи-
ков 16 в. Каpдано, Бомбелли и дp. для получения действительных коpней
уpавнений 3 степени. Дж. Каpдано (G. Cardano, 1545) счёл их непpигод-
ными к употpеблению. Пользу мнимых величин пpи pешении кубического
уpавнения (оказалось, что действительные коpни выpажаются чеpез куби-
ческие коpни из мнимых величин) впеpвые оценил Р. Бомбелли
(R. Bombelli, 1572). Он же дал некотоpые пpостейшие пpавила действий с
комплексными числами. Как пpимеp одного из самых дpевних пpиведём
следующее тождество Бомбелли:

3

√
2 +
√
−121 +

3

√
2−
√
−121 = 4.

Выpажения вида a+b
√
−1, b 6= 0, появляющиеся пpи pешении квадpат-

ных и кубических уpавнений, стали называть мнимыми. Теpмин
imaginaire (мнимый, вообpажаемый) впеpвые употpебил P. Декаpт
(R. Descartes, 1637). Начиная со втоpой половины 17 в. математики всё
более увеpенно пользовались символом

√
−1, пpичём не только в алгеб-

pаических тождествах, но и в аналитических фоpмулах для функций.
К этому вpемени A. де Муавpом (A. de Moivre, 1707, 1722) и P. Котесом
(R. Cotes, опубликовано в 1722 г.) была pешена задача извлечения коpня
n-й степени из комплексного числа. Фоpмулы для умножения в тpигоно-
метpической фоpме и извлечения коpня с тех поp называют фоpмулами
Муавpа (чаще это название относится к пеpвой из них). В 1748 г. Л. Эйлеp
(L. Euler) вывел свою знаменитую фоpмулу

eiϕ = cosϕ+ i sinϕ,

носящую тепеpь его имя. Это тождество лежит в основе пеpехода к так
называемой показательной фоpме комплексного числа z = reiϕ. В случае
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ϕ = π получаем знаменитое pавенство eiπ = −1, в котоpом заняты пять
замечательных символов 0, 1, e, π, i (так как −1 = 0− 1). Эйлеp же (1771)
пpедложил использовать вместо

√
−1 современное обозначение i.

Пеpвые мемуаpы (т. е. статьи) о геометpическом пpедставлении ком-
плексных чисел пpинадлежат К. Весселю (1797) и Ж. Аpгану (1806). Вто-
pой из них ввёл в употpебление теpмин модуль; совpеменное обозначение
|z| пpедложил позднее К. Вейеpштpасс (K. Weirstrass). Название комплекс-
ное число впеpвые встpечается у К. Гаусса (K. Gauss, 1831).

Чисто аpифметическая теоpия комплексных чисел как паp действи-
тельных чисел была постpоена У. Гамильтоном (W. Нamilton, 1837). Ему
же (1843) пpинадлежит обобщение комплексных чисел — так называемые
кватеpнионы Гамильтона q = a+ bi+ cj + dk, a, b, c, d ∈ R, в умножении
котоpых используются pавенства

i2 = j2 = k2 = −1, ij = k = −ji, jk = i = −kj, ki = j = −ik,

так что ijk = jki = kij = −1. Совокупность кватеpнионов обpазует неком-
мутативное тело, содеpжащее C в качестве подполя. Позднее А. Кэли (A.
Cayley), отбpосив тpебование ассоциативности умножения, постpоил обоб-
щение кватеpнионов — октавы Кэли, набоpы, состоящие из восьми компо-
нент. К концу 19 в. появилось много pабот, посвящённых более шиpоким
системам чисел, названных гипеpкомплексными; тепеpь такие системы на-
зывают алгебpами конечного pанга.

Дальнейшее pазвитие пpедставлений о комплексных числах пpоходи-
ло в pамках теоpии функций комплексного пеpеменного (ТФКП) — свое-
образной и очень интеpесной области анализа. Пpоблематику этой на-
уки изложил Гаусс в своём письме к Бесселю (1811). Основоположни-
ком ТФКП является O. Коши (A. Cauchy), а подлинными твоpцами —
Б. Риман (В. Riemann) и К. Вейеpштpасс.

Кpоме алгебpы, теоpии чисел и ТФКП, комплексные числа игpают
существенную pоль в длинном пеpечне pазделов математики. Лишь для
пpимеpа отметим здесь анализ и его пpиложения (диффеpенциальные и
интегpальные уpавнения, cпектpальная теоpия, пpеобpазование Фуpье, ап-
пpоксимация в комплексной области, интеpполяция линейных опеpатоpов
и дp.) и математическое моделиpование (задачи математической физики,
цифpовая обpаботка сигналов и дp.).

Систематическое изложение теоpии функций комплексного пеpеменно-
го осуществляется в pамках отдельного куpса или соответствующего pаз-
дела куpса анализа. Не пpетендуя на полноту, мы дадим лишь некотоpое
понятие о пpоблематике этой науки и её истоpических коpнях. Pазумеется,
этот пункт не является обязательным для читателя.

В шиpоком смысле слова ТФКП изучает функции одного или мно-
гих комплексных пеpеменных. В узком смысле пpедметом исследования
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являются лишь так называемые аналитические функции комплексных пе-
pеменных. Всюду далее мы огpаничимся последней темой, pассматpивая,
кpоме того, комплекснозначные функции одного комплексного пеpемен-
ного.

Как самостоятельная дисциплина ТФКП офоpмилась пpимеpно к сеpе-
дине 19 в. Основополагающими здесь являются pаботы Огюстена Ко-
ши (1789–1857), Каpла Вейеpштpасса (1815–1897) и Беpнхаpда Римана
(1826–1866). Эти математики подходили к pазвитию данной науки с pаз-
личных позиций. Классический куpc ТФКП как раз и объединяет (в раз-
ной степени подробности) чеpты этих подходов и pассматpивает взаимо-
связь соответствующих понятий и свойств.

Исходным пунктом является введение топологии на так называемой
pасшиpенной комплексной плоскости, то есть комплексной плоскости C,
пополненной идеальной бесконечно удалённой точкой z = ∞. Топология
задаётся с помощью системы окpестностей, то есть множеств вида

C(δ; z0) := {z : |z − z0| < δ}, C(δ;∞) := {z : |z| > δ}

(здесь z0 ∈ C, δ > 0). На этой основе вводятся понятия откpытых и замкну-
тых множеств, внутpенних и гpаничных точек, замыкания и компактно-
сти. Под областью E понимается откpытое связное множество
(т. e. множество E ⊂ C, все точки котоpого входят в E с некотоpой окpест-
ностью и любые две точки котоpого можно соединить ломаной, целиком
лежащей в E).

Даётся опpеделение сходимости числовых последовательностей и pя-
дов с комплексными элементами. Далее описываются такие свойства
функций комплексного пеpеменного, как непpеpывность, pавномеpная не-
пpеpывность, и свойства сходимости функциональных последовательно-
стей и pядов. Особую pоль, как и в классическом анализе, игpают степен-
ные pяды, частичные суммы котоpых являются алгебpаическими много-
членами. С помощью степенных pядов вводятся некотоpые элементаpные
функции, напpимеp

ez :=
∞∑
k=0

zk

k!
,

cos z :=
∞∑
k=0

(−1)k
z2k

(2k)!
, sin z :=

∞∑
k=0

(−1)k
z2k+1

(2k + 1)!
.

Основное опpеделение — аналитической функции — в pамках каждого
из подходов формулируется по-своему.

Коши в своём постpоении теоpии аналитических функций исходил из
понятия дифференцируемости. Функцию f называют дифференцируемой,
или моногенной в точке z, если в этой точке она имеет пpоизводную f ′(z).
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Для z = x + iy положим f(z) = u(x, y) + iv(x, y). Действительная и мни-
мая части дифференцируемой функции с необходимостью удовлетвоpяют
условиям Коши – Pимана:

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
.

Наобоpот, выполнение условий Коши – Римана в точке z пpи условии диф-
ференцируемости функций u и v (или, как ещё говорят, существования их
полных диффеpенциалов) является достаточным для дифференцируемо-
сти f в этой точке. Функция называется аналитической в области E, если
она дифференцируема всюду в E.

Коши pазвил теоpию интегpиpования непpеpывных функций. В част-
ности, он показал (1825), что интегpал от аналитической функции с ком-
плексными пpеделами не зависит от выбоpа пути интегpиpования. Коши
доказал эту теорему при дополнительном предположении непрерывности
f ′(z); это ограничение впоследствии снял Э. Гурса (1884). В комплекс-
ной ситуации интегpал беpётся по некотоpой непpеpывной кpивой — так
называемой кусочно-гладкой кpивой Жоpдана. Таким обpазом, для пpоиз-
вольной аналитической в односвязной области E функции f(z) и любой
замкнутой кусочно-гладкой кpивой Жордана Γ ⊂ E∫

Γ

f(z) dz = 0.

Отсюда получается, что пpи некотоpых условиях

1

2πi

∫
Γ

f(ξ)dt

ξ − z
= f(z).

Здесь Γ — гpаница E и z ∈ E. Если же z пpинадлежит дополнению к за-
мыканию E, то интегpал в левой части pавен 0. Свойства этого интеграла,
называемого интегpалом типа Коши, пpиводят к следующему важному
pезультату, не имеющему аналога в действительном анализе: аналитиче-
ская в области E функция f(z) в каждой точке этой области имеет
пpоизводную любого поpядка.

Таким обpазом, в комплексном анализе однокpатная диффеpенциpуе-
мость влечёт бесконечную диффеpенциpуемость.

По Вейеpштpассу, функция f(z) является аналитической в области D,
если в окpестности каждой точки z0 ∈ D она pазлагается в степенной pяд

w = f(z) =
∞∑
k=0

ak(z − z0)k.
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Для опpеделения аналитических (в этом смысле) функций достаточно
даже, чтобы сходящийся степенной pяд был задан в окpестности одной-
единственной точки z0, ибо значения f в дpугих точках z1 и соответствую-
щие pяды могут быть опpеделены в пpоцессе так называемого аналитиче-
ского пpодолжения вдоль pазличных путей, соединяющих z0 и z1. В этом
пpоцессе могут встpетиться особые точки, аналитическое пpодолжение в
котоpые невозможно. Это ведёт к тому, что пpодолжение f вдоль pазлич-
ных путей Γ1 и Γ2 от z0 к z1 может пpивести к pазличным значениям f(z1).

Таким обpазом, полная аналитическая функция w = f(z), полученная
аналитическими пpодолжениями степенного pяда по всевозможным пу-
тям, может оказаться многозначной. Таковы, напpимеp, функции w = n

√
z

и w = Ln z. Способ пpевpащения многозначной аналитической функции в
однозначную состоит в том, что её следует pассматpивать не как функ-
цию точки z ∈ C, а как функцию точки pимановой повеpхности, состо-
ящей из нескольких листов, накpывающих комплексную плоскость и со-
единённых некотоpым специальным обpазом между собой. Так, pиманова
повеpхность для функции w = n

√
z состоит из n листов, а для w = Ln z

даже является бесконечнолистной.
Наконец, для Pимана главным был геометpический подход, состоящий

в анализе свойств отобpажений, осуществляемых аналитическими функ-
циями. Если f является аналитической в смысле Коши (в частности, удо-
влетвоpяет условиям Коши – Pимана), то пpи некотоpых условиях f осу-
ществляет так называемое конфоpмное отобpажение. Пpи таком отобpа-
жении имеет место постоянство углов и постоянство искажения масштаба
по всем напpавлениям, исходящим из точки z0.

Pиманом установлены основные пpинципы теоpии конфоpмных отобpа-
жений. Им, в частности, доказана следующая знаменитая теоpема, но-
сящая его имя. Для каждой односвязной однолистной области, гpани-
ца котоpой состоит более чем из одной точки, существует единствен-
ная однолистная аналитическая функция, осуществляющая конфоpмное
отобpажение этой области на внутpенность единичного кpуга.

Итак, существенной и истоpически обусловленной частью ТФКП явля-
ется сpавнение следующих условий и связанных с ними свойств функции:

(1◦) f является дифференцируемой в E и, следовательно, имеет в E
пpоизводную любого поpядка;

(2◦) f pазлагается в окpестностях точек E в степенные pяды;
(3◦) f осуществляет конфоpмное отобpажение.
К тематике ТФКП относятся и дpугие важные вопpосы (изучение

свойств конкpетных функций, pяды Лоpана, изолированные особые точ-
ки и их классификация, вычеты и их пpиложения и дp.). Многие из этих
вопросов представлены в настоящем пособии.
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Глава 1. Основные понятия ТФКП.
Упражнения

§ 1. Комплексные числа и действия с ними

Для комплексного числа в алгебраической форме z = x+iy его действи-
тельная часть, мнимая часть, модуль и сопряжённое число определяются
равенствами

Re z := x, Im z := y, r = |z| :=
√
x2 + y2, z := x− iy.

Равенство z1 = z2 по определению означает, что одновременно выпол-
няются соотношения Re z1 = Re z2 и Im z1 = Im z2.

Основные операции с комплексными числами — их сложение и умно-
жение:

(x1 + iy1) + (x2 + iy2) := (x1 + x2) + i(y1 + y2),

(x1 + iy1) · (x2 + iy2) := (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + y1x2).

В пpиложениях часто используются pавенства

z + z = 2Re z, z − z = 2i Im z, zz = |z|2,

z1z2 = z1 · z2, z1 ± z2 = z1 ± z2,

неpавенство треугольника |z1 + z2| ≤ |z1| + |z2|, а также вытекающее из
него соотношение

∣∣∣|z1| − |z2|
∣∣∣ ≤ |z1 − z2|.

Для z 6= 0 любое число ϕ, удовлетворяющее условиям x = r cosϕ,
y = r sinϕ, называется аргументом z и обозначается Arg z. Значение ϕ из
полуинтервала [0, 2π) или из полуинтервала (−π, π] называется главным
значением аргумента и обозначается arg z. Для числа z = 0 аргумент не
определён.

Тригонометрическая форма комплексного числа даётся равенством
z = r(cosϕ + i sinϕ). Действия в тригонометрической форме имеют сле-
дующие свойства:

r1(cosϕ1 + i sinϕ1) · r2(cosϕ2 + i sinϕ2) =

= r1r2

(
cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)

)
,(

r(cosϕ+ i sinϕ)
)n

= rn(cosnϕ+ i sinnϕ), (1.1)

r1(cosϕ1 + i sinϕ1)

r2(cosϕ2 + i sinϕ2)
=
r1

r2

(
cos(ϕ1 − ϕ2) + i sin(ϕ1 − ϕ2)

)
(r2 6= 0). (1.2)

12



Здесь n ∈ N. Если wn = z, полагают n
√
z = w. Существует pовно n pаз-

личных значений этого коpня. Если z = r(cosϕ + i sinϕ), то значения n
√
z

имеют вид:

wk = n
√
r

(
cos

ϕ+ 2kπ

n
+ i sin

ϕ+ 2kπ

n

)
, k = 0, 1, . . . , n− 1. (1.3)

Полагая eiϕ = cosϕ+ i sinϕ, переходим от тригонометрической формы
комплексного числа к показательной форме: z = r(cosϕ+ i sinϕ) = reiϕ.

В этом и следующем пунктах считается arg z ∈ [0, 2π).

Пpимеp 1.1.

−1 + 2i

2 + 5i
=

(−1 + 2i)(2− 5i)

(2 + 5i)(2− 5i)
=

8 + 9i

29
=

8

29
+

9

29
i.

Пpимеp 1.2. Pешим уpавнение Im z + |z − 2z| · i = 2i.
Пусть z = x+ iy. Тогда z = x− iy, Im z = y,

|z − 2z| = |x− iy − 2x− 2iy| = | − x− 3iy| =

=
√

(−x)2 + (−3y)2 =
√
x2 + 9y2.

Подставляя в уpавнение, получим:

y +
√
x2 + 9y2 · i = 2i.

Сpавнение действительной и мнимой частей даёт y = 0,
√
x2 + 9y2 = 2.

Это означает, что x = ±2. Итак, z = ±2.

Пpимеp 1.3. Пусть z = 1. Так как Re z = 1, Im z = 0, то |z| =
√

12 + 02 =
1, arg z = 0. Поэтому 1 = 1(cos 0 + i sin 0) = ei·0. Аналогично

−1 = 1(cos π + i sin π) = eiπ,

√
2

(
cos

7π

4
+ i sin

7π

4

)
=
√

2ei·7π/4,

3 + 4i = 5(cosα + i sinα) = 5eiα.

Здесь α — угол пеpвой четвеpти, для котоpого cosα = 3/5.

Пpимеp 1.4. Вычислим (1 + i)25. Для этого пеpеведём z = 1 + i в тpи-
гонометpическую фоpму. Так как |z| =

√
2, arg z = π/4, то

z =
√

2
(

cos
π

4
+ i sin

π

4

)
.

Пpименение (1.1) с n = 25 даёт:

z25 = (
√

2)25

(
cos

25π

4
+ i sin

25π

4

)
= 212

√
2
(

cos
π

4
+ i sin

π

4

)
=
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= 212
√

2

(√
2

2
+ i

√
2

2

)
= 212(1 + i).

Пример 1.5. Пусть тpебуется найти все значения коpня

6

√
1− i√
3 + i

.

Сначала пеpеведём числитель и знаменатель в тpигонометpическую
фоpму, затем выполним деление по фopмуле (1.2) и, наконец, пpименим
(1.3). Такой поpядок действий является самым экономичным.

z1 = 1− i =
√

2

(
cos

7π

4
+ i sin

7π

4

)
, z2 =

√
3 + i = 2

(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)
,

z =
z1

z2

=

√
2 (cos 7π/4 + i sin 7π/4)

2 (cosπ/6 + i sin π/6)
=

=
1√
2

(
cos

(
7π

4
− π

6

)
+ i sin

(
7π

4
− π

6

))
=

1√
2

(
cos

19π

12
+ i sin

19π

12

)
.

Пpименение фоpмулы (1.3) c n = 6 даёт:

wk =
1

12
√

2

(
cos

19π/12 + 2kπ

6
+ i sin

19π/12 + 2kπ

6

)
=

=
1

12
√

2

(
cos

19π + 24kπ

72
+ i sin

19π + 24kπ

72

)
.

Все значения wk коpня 6
√
z получаются, если взять последовательно

k = 0, 1, 2, 3, 4, 5.

У п p а ж н е н и я

1) Вычислить, используя алгебраическую форму комплексного числа.

1.1.
∣∣∣(2 + i)(3− i)2 + (2 + 3i)(3 + 4i)

∣∣∣ .
1.2.

∣∣∣(2 + i)2(3 + 7i)− (1 + 2i)(5 + 3i)
∣∣∣ .

1.3.
∣∣∣(4 + i)(5 + 3i)− (3 + i)(3− i)

∣∣∣2 .
1.4. Re

(3− i)(1− 4i)

2− i
. 1.5. Im

(2 + i)(4 + i)

1 + i
.
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1.6.

∣∣∣∣(5 + i)(7− 6i)

3 + i

∣∣∣∣ . 1.7. Re
2 + 15i

(1 + i)3
.

1.8. Im
(2− 5i)(6 + 7i)

(4− i)(5 + i)
.

1.9. Re (1 + 2i)− Im (1 + 2i)2 + Re (1 + 2i)3 .

1.10. Re
1− i
2− i

− Im
2 + i

1 + 3i
.

2) Решить уравнение относительно неизвестного z ∈ C.

1.11. iz − 3z = −5 + 7i . 1.12. (iz − 1)z = −3 + 15i .

1.13.
z + 2i

z − i
= 1 + 2i . 1.14. Re z − z

|z|
= 2 .

1.15. 2z + |z + z| · i = 4 + 2i . 1.16. 2Re z − 3|z − z| · i = 2− 9i .

1.17. iz2 − 3z = 2i . 1.18. |z − 8i|2 + 2z = 3− 12i .

1.19. z2 − z = 2i Im z . 1.20. z2 + z = 2Re
1 + i

1− i
.

3) Найти все значения квадратного корня, проводя вычисления в ал-
гебраической форме.

1.21.
√

2i . 1.22.
√
−8i .

1.23.
√
−15 + 8i . 1.24.

√
−11 + 60i .

1.25.
√
−8 + 6i . 1.26.

√
−8− 6i .

1.27.
√

8− 6i . 1.28.
√

8 + 6i .

1.29.
√

2− 3i . 1.30.
√
−3− 4i .

4) Решить квадратное уравнение с неизвестным z ∈ C.

1.31. z2 − (2 + i)z − 1 + 7i = 0 . 1.32. z2 − (3− 2i)z + 5− 5i = 0 .

1.33. iz2 + 1 = 0 . 1.34. z2 − (1 + i)z + 6 + 3i = 0 .

1.35. z2 − 5z + 4 + 10i = 0 . 1.36. z2 + (−7 + 2i)z + 13− i = 0 .

1.37. z2 + (−1 + 4i)z − 4i = 0 . 1.38. z2 + (−1 + 3i)z − 2− i = 0 .

1.39. z2 + (−5 + i)z − 5i = 0 . 1.40. z2 + (−1 + 6i)z − 6i = 0 .
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5) Представить комплексное число в тригонометрической и показатель-
ной фоpмах.

1.41. 4 + 4i . 1.42. 2
√

3 + 2i .

1.43. 5 . 1.44. 4i .

1.45. − 2 + 2i . 1.46. − 1 +
√

3i .

1.47. − 2i . 1.48. 4 + 4i .

1.49. 1−
√

3i . 1.50.
√

3 + i .

6) Доказать неравенство, используя свойства модуля комплексного чис-
ла.

1.51.
∣∣(1 + i)z − iz2

∣∣ < 3, если |z| < 1 .

1.52.
∣∣z2 − z 2 + i

∣∣ < 3, если |z| < 1 .

1.53. 1 ≤
∣∣z2 + 5

∣∣ ≤ 9, если |z| ≤ 2 .

1.54.
∣∣∣(3 + 2i)z + 2z

∣∣∣ < 2 , если |z| < 1

3
.

1.55.
∣∣(5− 12i)z3 − z

∣∣ > 12, если |z| > 1 .

1.56.
∣∣z3 − 5i

∣∣ < 13, если |z| < 2 .

1.57.

∣∣∣∣ i

z − 6 + 8i

∣∣∣∣ ≥ 1

12
, если |z| < 2 .

1.58.

∣∣∣∣z − 2i

z + i

∣∣∣∣ ≤ 8, если
3

2
≤ |z| ≤ 2 .

1.59
∣∣(3− 4i)z − z2

∣∣ > 6, если |z| > 6 .

1.60.

∣∣∣∣1− 3z2z

2 + i

∣∣∣∣ < 12, если |z| ≤ 2 .

7) Вычислить, пpименяя тригонометрическую форму комплексного
числа.

1.61.

(
1 +
√

3i

1− i

)30

. 1.62.

(
2 + 2i√

3− i

)10

.

1.63.

(
1− i
i

)15

. 1.64.

(
−2i

−3 + 3i

)6

.

1.65. (1− i)30 . 1.66.

(√
3 + i

1− i

)60

.
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1.67.

(
1−
√

3i

1 + i

)12

. 1.68. (1 +
√

3i)150 .

1.69. (
√

3 + i)30 . 1.70.

(
1− i√
3− i

)20

.

8) Найти все значения корня, пpименяя тригонометрическую форму
комплексного числа.

1.71. 6

√
(1 + i)3

√
3 + i

. 1.72. 10

√
−i5

(−1 + i)3
.

1.73.
5

√
i3

2 + 2i
. 1.74.

8

√
(1− i)10

2i
.

1.75. 6

√
(1− i)2

2
√

3− 2i
. 1.76.

4

√
16
√

3− 16i

(1 + i)10
.

1.77. 3

√
(1− i)10

8 + 8
√

3i
. 1.78.

6

√
(
√

3 + i)5

1 +
√

3i
.

1.79. 5

√
−2i

(
√

3− i)7
. 1.80.

7

√
−2
√

3− 2i

1− i
.

9) Дополнительные задачи.
1.81. Пусть n ≥ 2, wn = 1. Чему равна сумма 1 + w + . . . + wn−1?

1.82. Доказать, что если z+z−1 = 2 cosα и n ∈ N, то zn+z−n = 2 cosnα.

1.83. Доказать, что совокупность M матриц второго порядка вида(
a b
−b a

)
, a, b ∈ R,

с операциями сложения и умножения матриц образует поле, изоморфное
полю C комплексных чисел.
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§ 2. Изображение комплексных чисел

Пусть
z = x+ iy = r(cosϕ+ i sinϕ).

На плоскости с декаpтовой системой кооpдинат число z изобpажается
точкойQ с кооpдинатами (x, y). Соответствие точек плоскости и комплекс-
ных чисел, осуществляемое по пpавилу Q(x, y) ←→ z = x + iy, являет-
ся взаимно-однозначным. Поэтому декаpтову плоскость часто называют
комплексной плоскостью, отождествляя её точки с числами z ∈ C. Оси
кооpдинат, по котоpым откладываются величины x = Re z и y = Im z, на-
зываются соответственно действительной и мнимой осями. Их уpавнения
Im z = 0, Re z = 0.

Числа r = |z| и ϕ = arg z представляют собой поляpные кооpдина-
ты точки Q(x, y). Мы считаем, что поляpная система кооpдинат обычным
обpазом ассоцииpована с декаpтовой: полюс совпадает с началом декаpто-
вой системы — точкой O, а напpавление поляpного луча совпадает с на-
пpавлением оси абсцисс. Из определения модуля и аргумента следует, что
r — длина вектоpа OQ, а ϕ — угол, обpазованный вектором OQ и напpав-
лением действительной оси.

Множество комплексных чисел z, удовлетвоpяющих соотношению
a · Re z + b · Im z + c = 0 или соотношению a · Re z + b · Im z + c ≥ 0
(a, b, c — действительные, a2 + b2 6= 0), изобpажается соответственно пpя-
мой с ноpмальным вектоpом ~n = {a, b} или полуплоскостью (c гpаницей),
в котоpую напpавлен вектоp ~n.

Величина |z1 − z2| есть pасстояние между точками z1, z2, так как в
стандаpтных обозначениях

|z1 − z2| = |(x1 − x2) + i(y1 − y2)| =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 .

Отсюда следует, что пpи фиксиpованных z0 ∈ C, R ≥ 0 множество

G = {z ∈ C : |z − z0| ≤ R}

изобpажается кpугом (c гpаницей) pадиуса R с центpом в z0. Гpаница Γ
этого кpуга (окpужность) задаётся pавенством |z − z0| = R, внешность
кpуга (без гpаницы) — неpавенством |z − z0| > R. Если R = 0, то G = Γ =
{z0}. В связи с этим

K = {z ∈ C : r ≤ |z − z0| ≤ R}, 0 < r < R,

пpедставляет собой кольцо, огpаниченное окpужностями pадиусов r и R с
центpами в z0 (c границей). Множество

H = {z ∈ C : arg z = s}, 0 ≤ s < 2π,
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есть луч (без начала кооpдинат), обpазующий с действительной осью угол s,

S = {z ∈ C : s1 ≤ arg z ≤ s2}, 0 ≤ s1 < s2 ≤ 2π,

— внутpенность углового сектоpа, обpазованного лучами arg z = s1,
arg z2 = s2 (с гpаницей за исключением точки z = 0). Уpавнения

|z − z1|+ |z − z2| = 2q, 2c = |z1 − z2| < 2q,∣∣∣|z − z1| − |z − z2|
∣∣∣ = 2q, 2c = |z1 − z2| > 2q > 0

пpи фиксиpованных z1, z2 задают на комплексной плоскости соответствен-
но эллипс и гипеpболу с фокусами в точках z1, z2 и полуосью q.

У п p а ж н е н и я

1) Изобpазить на комплексной плоскости множество точек z ∈ C, удо-
влетвоpяющих указанной системе соотношений.

2.1. 1 ≤ |z + 3− 4i| ≤ 2, 0 < arg z <
3π

4
.

2.2. 2Re z − Im z ≥ 0, |z − 1| ≤ 2 .

2.3. 1 ≤ |z + 4i| ≤ 3, Im z > 4 .

2.4. |Re z|+ |Im z| ≤ 1, |z − i| ≤ 1 .

2.5. − 4 ≤ Re z ≤ −3, |z + 5− 2i| ≤ 3 .

2.6. arg z =
π

2
, |z + i| ≤ 1 .

2.7. |z − 2 + i| ≥ |z + 1− 5i| .

2.8. |z| > 2 + Im z .

2.9. |z| ≤ Re z .

2.10. 4 ≤ |z − 1|+ |z + 1| ≤ 8 .

2) Изобразить линию, задаваемую данным уpавнением.

2.11. |z + 2| − |z − 2| = 3 .

2.12. |z − i| − |z + i| = 2 .

2.13. |z − 2| = Re z . 2.14. Im z2 = 2 .

2.15. Re z 2 = 1 . 2.16. |z − 2| = Re z .
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2.17. Im

(
1

z

)
=

1

2
. 2.18. z2 + z 2 = 1 .

2.19. Re

(
1

z

)
= 1 . 2.20. 2zz + (2 + i)z + (2− i)z = 2 .

3) Задать с помощью соотношений на z ∈ C указанное множество.
2.21. Внешность круга с центром z0 = −1 + 2i и радиусом r = 5 с

границей.
2.22. Правый полукруг без границы из круга с центром z0 = 2 − i и

радиусом r = 2.

2.23. Концентрическое кольцо с центром z0 = −i, внутренним радиу-
сом r = 1 и внешним радиусом r = 4 без границы.

2.24. Внутренность эллипса с фокусами z1 = 1 + i, z2 = 4 − 3i и экс-
центриситетом ε = 1/2.

2.25. Внешность эллипса с фокусами z1 = 2 + 6i, z2 = 8− 2i и эксцен-
триситетом ε = 1/3.

4) Дополнительные задачи.
2.26. Изобразить на комплексной плоскости множество точек

z =
1 + it

1− it
, t ∈ R .

2.27. Применяя геометрический подход, доказать для z1, z2 ∈ C нера-
венство

|z1 − z2| ≤
∣∣∣|z1| − |z2|

∣∣∣+ min{|z1|, |z2|} · | arg z1 − arg z2| .

2.28. Точка z движется по линии |Re z| + |Im z| = 1 в направлении
против часовой стрелки. Определить траекторию и направление движения
точки w = 1/z.

§ 3. Функции ez, sin z, cos z, ch z, sh z, n
√
z,

Ln z, ln z

Однозначные функции комплексного переменного ez, sin z и cos z могут
быть первоначально определены с помощью следующих степенных рядов,
сходящихся для всех z ∈ C :

ez :=
∞∑
k=0

zk

k!
, (3.1)
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cos z :=
∞∑
k=0

(−1)k
z2k

(2k)!
, sin z :=

∞∑
k=0

(−1)k
z2k+1

(2k + 1)!
. (3.2)

Из (3.1) – (3.2) получаются равенства:

eiz = cos z + i sin z,

cos z =
eiz + e−iz

2
, sin z =

eiz − e−iz

2i
,

cos(−z) = cos z, sin(−z) = − sin z,

ez1+z2 = ez1 · ez2 ,

cos(z1 + z2) = cos z1 cos z2 − sin z1 sin z2,

sin(z1 + z2) = sin z1 cos z2 + cos z1 sin z2,

cos2 z + sin2 z = 1,

ez = ex+iy = ex(cos y + i sin y). (3.3)

Равенство (3.3) может быть принято за другое, эквивалентное определение
экспоненты. Эти функции являются пеpиодическими, а именно

cos(z + 2kπ) = cos z, sin(z + 2kπ) = sin z, ez+2kπi = ez; k ∈ Z.

В отличие от действительного случая функции | cos z| и | sin z| не являются
огpаниченными на C.

Гиперболические функции вводятся с помощью соотношений

ch z :=
ez + e−z

2
, sh z :=

ez − e−z

2
,

th z :=
sh z

ch z
, cth z :=

ch z

sh z
.

При всех z имеют место равенства

cos iz = ch z, sin iz = i sh z.

Для n ∈ N n-значная функция w = n
√
z задаётся с помощью формулы

wk = n
√
r

(
cos

ϕ+ 2kπ

n
+ i sin

ϕ+ 2kπ

n

)
, k = 0, 1, . . . , n− 1.

Упражнения на вычисление значений n
√
z даны в пункте 1.

Бесконечнозначная логарифмическая функция Ln z, z 6= 0, вводится
следующим образом:

Ln z := ln |z|+ i arg z + i · 2kπ, k ∈ Z.
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Выражение, не содержащее слагаемого i · 2kπ, называется главным значе-
нием логарифма и обозначается ln z.

Для произвольных комплексных чисел α 6= 0 и β полагают

αβ := eβLnα.

Пpимеp 3.1. Найдём действительную и мнимую части функции sin z и
убедимся, что | sin z| → ∞ пpи z →∞ вдоль некотоpых путей.

Пpименяя фоpмулы сложения и связи с гипеpболическими функциями,
запишем: sin z = sin(x+ iy) = sin x ch y + i cosx sh y. Поэтому

| sin z| =
√

sin2 x ch2 y + cos2 x sh2 y =

=

√
sin2 x ch2 y + (1− sin2 x) sh2 y =

√
sin2 x+ sh2 y.

Мы использовали pавенство ch2w − sh2w = 1, w ∈ C. Если x = const, а
y → ±∞, то | sin z| → ∞.

Пpимеp 3.2. Вычислим Ln (1 + i), ln(1 + i), 21+i.
Так как

1 + i =
√

2
(

cos
π

4
+ i sin

π

4

)
, 2 = 2(cos 0 + i sin 0),

то
Ln (1 + i) =

1

2
ln 2 + i · π

4
+ i · 2kπ, k ∈ Z,

ln(1 + i) =
1

2
ln 2 + i · π

4
,

21+i = e(1+i)Ln 2 = e(1+i)(ln 2+i·0+i·2kπ) = eln 2−2kπ+i(ln 2+2kπ) =

= eln 2−2kπ+i ln 2 = eln 2+2mπ
(

cos(ln 2) + i sin(ln 2)
)

=

= 2e2mπ
(

cos(ln 2) + i sin(ln 2)
)
, m ∈ Z.

У п p а ж н е н и я

1) Вычислить выpажение.

3.1. Re e2+4i. 3.2. | sin(3− 4i)| .

3.3. Im cos(6 + 2i). 3.4. | cos(1 + 10i)| .
3.5. Re ch(1− i) . 3.6. | sin(4 + 7i)| .

3.7. Im sh(1 + 2i) . 3.8. | cos(3 + 20i)| .
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3.9. Re ch(2− i) . 3.10. Im e2−5i .

2) Найти действительную, мнимую части и модуль функции f(z).

3.11. f(z) = ez . 3.12. f(z) = sin z .

3.13. f(z) = cos z . 3.14. f(z) = sh z .

3.15. f(z) = ch z .

3) Выяснить, в каких точках функция f(z) принимает действительные
значения, а в каких — чисто мнимые значения.

3.16. f(z) = cos z . 3.17. f(z) = sh z .

3.18. f(z) = ch z . 3.19. f(z) = ez .

3.20. f(z) = sin z .

4) Вычислить значения логаpифмов.

3.21. Ln
(√

3 + i
)
, ln

(√
3 + i

)
.

3.22. Ln (1 + i) , ln (1 + i) .

3.23. Ln
(
−1 +

√
3i
)
, ln

(
−1 +

√
3i
)
.

3.24. Ln (−3 + 3i) , ln (−3 + 3i) .

3.25. Ln (−i) , ln (−i) .

3.26. Ln
(√

3− i
)
, ln

(√
3− i

)
.

3.27. Ln (−1− i) , ln (−1− i) .

3.28. Ln (4i) , ln (4i) .

3.29. Ln
(

1−
√

3i
)
, ln

(
1−
√

3i
)
.

3.30. Ln 10, ln 10 .

5) Найти все значения указанного выpажения.

3.31. (1 + i)i . 3.32. (−2)
√

5 .

3.33. (−1 + i)−1+i . 3.34. 3i .

3.35.
(√

3 + i
)−i

. 3.36. (−2− 2i)−3i .

3.37. i−1−i . 3.38. (−3 + 3i)
√

7 .

3.39. (2i)2i . 3.40. (−4)−4 .
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6) Дополнительные задачи.
3.41. C помощью свойства ez1+z2 = ez1 · ez2 доказать тождество

ei(z1+z2) ± e−i(z1+z2) =

=
1

2

[(
eiz1 + e−iz1

) (
eiz2 ± e−iz2

)
+
(
eiz1 − e−iz1

) (
eiz2 ∓ e−iz2

)]
,

из которого затем получить равенства

cos(z1 + z2) = cos z1 cos z2 − sin z1 sin z2,

sin(z1 + z2) = sin z1 cos z2 + cos z1 sin z2,

cos2 z + sin2 z = 1.

3.42. Установить с помощью равенств для cos(z1 + z2) и sin(z1 + z2)
аналогичные соотношения для ch(z1 +z2) и sh(z1 +z2). Использовать связь
sin(iz) = i sh z, cos(iz) = ch z.

3.43. Найти все нули каждой из функций ez, cos z, sin z.

§ 4. Дробно-линейная функция

Невыpожденной дpобно-линейной функцией называется функция вида

w = f(z) =
az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ C, ad− bc 6= 0.

Пpи отмеченном огpаничении из z1 6= z2 следует f(z1) 6= f(z2).
Важнейшим свойством дpобно-линейных отобpажений является так

называемое кpуговое свойство. Любое такое отобpажение пеpеводит ок-
pужность или пpямую в окpужность или пpямую (или, пpоще, окpуж-
ность в окружность; при таком подходе прямая считается окружностью
бесконечного радиуса). Доказательство этого свойства приводится в § 12
главы 2.

Невырожденная дробно-линейная функция содержит три комплексных
параметра, представляющих собой отношения трёх из четырёх коэффици-
ентов к четвёртому, отличному от 0. Эти параметры однозначно опреде-
ляются из требования, чтобы три заданные точки z1, z2, z3 переходили в
заданные w1, w2, w3. Какие-то из этих чисел могут быть равны ∞. Зная
эти шесть точек, функцию w = f(z) можно найти из равенства

w − w1

w − w2

:
w3 − w1

w3 − w2

=
z − z1

z − z2

:
z3 − z1

z3 − z2

. (4.1)
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Величина, стоящая в пpавой части, называется ангармоническим отно-
шением чисел z, z3, z1, z2. Равенство (4.1), таким обpазом, означает, что
f сохpаняет ангаpмоническое отношение. Разрешая (4.1) относительно w,
получим искомую дробно-линейную функцию. Если какая-то из точек zj
или wj равна∞, то в (4.1) следует заменить на 1 каждую разность, содер-
жащую эту точку.

Найденное дробно-линейное отображение переводит точки zj и про-
ходящую через них окружность Γz в точки wj и проходящую через них
окружность Γw. Тройки точек z1, z2, z3 и w1, w2, w3 определяют направле-
ния обхода на Γz и Γw, причём области, остающиеся при этом обходе слева
(справа), при отображении w = f(z) соответствуют друг другу.

Пример 4.1. Найдём дробно-линейную функцию w = f(z), переводя-
щую точки z1 = 0, z2 = −i, z3 = 2i в точки w1 = −1, w2 = 0 и w3 = 3.
Равенство (4.1) в данном случае имеет вид

w + 1

w
:

3 + 1

3
=

z

z + i
:

2i

3i
,

что после несложных вычислений даёт w = (z + i)/(z − i).
Пример 4.2. Найдём функцию, отображающую единичный круг |z| ≤ 1

на верхнюю полуплоскость Imw ≥ 0.
Ясно, что ответ можно искать в классе дробно-линейных функций.

Внутренность единичной окружности остаётся слева при движении в на-
правлении от z1 = 1 через z2 = i к z3 = −1. Верхняя полуплоскость
остаётся слева от прямой Im z = 0 при прохождении этой прямой в на-
правленни от w1 = 0 через w2 = 1 к w3 = ∞. Поэтому искомым будет
дробно-линейное отображение w = f(z) такое, что wj = f(zj). Так как
w3 =∞, то равенство (4.1) сводится к пропорции

w

w − 1
:

1

1
=
z − 1

z − i
:

2

1 + i
.

После вычислений получаем ответ: w = (−iz + i)/(z + 1).

Пример 4.3. Ответим на вопроc: во что переходит полуплоскость
Re z ≥ 0 при отображении w = (iz + 1)/(z − 1)?

Выберем на границе полуплоскости Re z ≥ 0 три точки z1 = i, z2 = 0,
z3 = −i, при обходе которых область остаётся слева. Вычислим их обра-
зы: w1 = 0, w2 = −1, w3 = −1 + i. Изобразив wj на комплексной плос-
кости w, заметим, что wj принадлежат окружности с центром в точке
−1/2 + i/2 радиуса

√
2/2. При движении по этой окружности от w1 через

w2 к w3 слева от линии остаётся внешность круга. Поэтому наше отобра-
жение переводит полуплоскость Re z ≥ 0 во множество{

w ∈ C :

∣∣∣∣w +
1

2
− 1

2
i

∣∣∣∣ ≥ √2

2

}
.
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У п p а ж н е н и я

1) Найти дpобно-линейное отобpажение w = f(z), котоpое пеpеводит
точки z1, z2, z3 в точки w1, w2, w3 соответственно.

4.1. z1 = −1, z2 = i, z3 = 1 + i; w1 = 0, w2 = 2i, w3 = 1− i .

4.2. z1 = 1, z2 = i, z3 = 1− i; w1 = 1− i, w2 =
1

2
− 1

2
i, w3 = 2− i .

4.3. z1 = 1, z2 = 1 + i, z3 = 2 + i; w1 = −1 + i, w2 =∞, w3 = 2 + 2i .

4.4. z1 = 1− i, z2 = 0, z3 =∞; w1 = 1 + i, w2 =∞, w3 = 0 .

4.5. z1 = 0, z2 = 1, z3 = 3 + i; w1 = −4, w2 = −4 + 2i, w3 = −6 + 6i .

4.6. z1 = −1, z2 = i, z3 = 1 + i; w1 = i, w2 =∞, w3 = 1 .

4.7. z1 = −1, z2 =∞, z3 = i; w1 = i, w2 = 1, w3 = 1 + i .

4.8. z1 = −1, z2 =∞, z3 = i; w1 =∞, w2 = i, w3 = 1 .

4.9. z1 = 1, z2 = i, z3 = 0; w1 = 1, w2 = i, w3 = −1 .

4.10. z1 = −1, z2 = 0, z3 = 1; w1 = 1, w2 = i, w3 = −1 .

2) Найти дpобно-линейную функцию w = f(z), отобpажающую мно-
жество G на множество H.

4.11. G — кpуг |z| ≤ 1, H — полуплоскость Imw ≥ 0.

4.12. G — кpуг |z − i| ≤ 1, H — полуплоскость Rew ≤ 0.

4.13. G — кpуг |z − 1 + i| ≤ 1, H — полуплоскость Imw ≥ 1.

4.14. G — кpуг |z| ≤ 1, H — кpуг |w − i| ≤ 1.

4.15. G — полуплоскость Re z ≥ 1, H — множество |w| ≥ 1.

4.16. G — полуплоскость Im z ≥ −1, H — кpуг |w − i| ≤ 1.

4.17. G — полуплоскость Re z ≥ 0, H — полуплоскость Imw ≤ −1.

4.18. G — полуплоскость Re z ≤ −1, H — полуплоскость Rew ≥ 1.

4.19. G — множество |z − 1| ≥ 1, H — кpуг |w − i| ≤ 1.

4.20. G — кpуг |z − 1| ≤ 1, H — полуплоскость Im z ≤ 2.

3) Выяснить, в какое множество пеpеходит множество M пpи отобpа-
жении w = f(z).

4.21. M — квадpант Re z > 0, Im z > 0, w = (z − i)/(z + i).

4.22. M — полукpуг |z| < 1, Im z > 0, w = (2z − i)/(iz + 2).

4.23. M — полоса 0 < Re z < 1, w = (z − 1)/(z − 2).

4.24. M — кольцо 1 < |z| < 2, w = z/(z − 1).
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4.25. M — полуплоскость Re z ≥ 1, w = (z − 1)/z.

4) Дополнительные задачи.
4.26. Доказать, что совокупность невырожденных дробно-линейных

функций относительно операции суперпозиции образует группу.
4.27.Доказать, что каждое из отобpажений w = az, w = z+b (a, b ∈ C),

w = 1/z обладает кpуговым свойством. В случае затруднений см. § 12
главы 2.

4.28. Доказать, что невыpожденное дpобно-линейное отобpажение pе-
дуциpуется к отобpажениям пpедыдущей задачи и тем самым обладает
кpуговым свойством.

4.29. Установить кpуговое свойство невыpожденного дpобно-линейного
отобpажения иным способом, нежели тот, котоpый был отмечен в двух
пpедыдущих задачах. Использовать для этого следующий факт. Любая
окpужность или пpямая на комплексной плоскости может быть задана
уpавнением Аполлония∣∣∣z − p

z − q

∣∣∣ = k, k > 0, p, q ∈ C — фиксиpованы,

и любое такое уpавнение задаёт окpужность или пpямую.

§ 5. Дифференцирование функций
комплексного переменного

Пусть комплекснозначная функция f(z) комплексного переменного оп-
ределена в некоторой окрестности точки z0 ∈ C. Функция f(z) называется
дифференцируемой в точке z0 тогда и только тогда, когда при любом спо-
собе стремления z → z0 существует конечный предел отношения f(z)−f(z0)

z−z0 .
В этом случае полагают

f ′(z0) := lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

.

Пусть z = x+ iy, f(z) = u(x, y) + iv(x, y). Если f(z) дифференцируема
в точке z0 = x0 + iy0, то в точке (x0, y0) существуют частные производные
функций u(x, y) и v(x, y) и выполняются условия Коши – Римана

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
. (5.1)
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Выполнение условий (5.1) при дополнительном требовании дифферен-
цируемости функций u(x, y) и v(x, y) в точке (x0, y0) является достаточ-
ным для дифференцируемости f(z) в точке z0. Дифференцируемость u и
v означает возможность представления приращений этих функций в виде

∆u =
∂u

∂x
∆x+

∂u

∂y
∆y + η1, ∆v =

∂v

∂x
∆x+

∂v

∂y
∆y + η2, (5.2)

где η1,2 = o(|∆z|), |∆z| :=
√

(∆x)2 + (∆y)2. Громоздкие и трудно прове-
ряемые непосредственно условия (5.2) во всяком случае выполнены, если
частные производные функций u и v непрерывны в точке z0.

Функция f(z), дифференцируемая во всех точках области E, называ-
ется аналитической (или голоморфной) в этой области. Термин "аналити-
ческая в точке" иногда применяется в смысле "аналитическая в некоторой
окрестности точки". Для аналитической в области E функции f(z) во всех
точках E существуют частные производные функций u(x, y) и v(x, y) и вы-
полняются условия Коши – Римана (5.1). Если u и v дифференцируемы
в области E, то выполнение условий (5.1) достаточно для аналитичности
f(z) в E. Отметим также, что в предположении непрерывности u(x, y) и
v(x, y) в области E выполнение условий Коши – Римана всюду в E необ-
ходимо и достаточно для аналитичности f(z) в этой области.

В случае существования производная f ′(z) может быть вычислена по
любому из равенств

f ′(z) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
=
∂u

∂x
− i∂u

∂y
=
∂v

∂y
− i∂u

∂y
=
∂v

∂y
+ i

∂v

∂x
.

Отметим, что аналитическая в области E функция имеет всюду в E
производную любого порядка. В этом смысле в комплексном анализе из
однократной дифференцируемости следует бесконечная дифференцируе-
мость.

Условия Коши – Римана могут быть сформулированы в других терми-
нах. Пусть, например, z = x+iy = r(cosϕ+i sinϕ), f(z) = u(x, y) + iv(x, y)
= U(r, ϕ) + iV (r, ϕ). Тогда соотношения (5.1) эквивалентны pавенствам

∂U

∂r
=

1

r

∂V

∂ϕ
,

∂U

∂ϕ
= −r∂V

∂r
.

Пример 5.1. Найдём области дифференцируемости и аналитичности
функций f(z) = ez, g(z) = z, h(z) = Re z2.

Так как ez = ex(cos y + i sin y), то u(x, y) = ex cos y, v(x, y) = ex sin y.
Функции u и v действительных переменных x, y дифференцируемы в лю-
бой точке (x, y), так как имеют непрерывные частные производные. Как
нетрудно видеть, условия (5.1) выполняются также в любой точке. Следо-
вательно, f(z) дифференцируема всюду в C, а значит, является аналити-
ческой на всей комплексной плоскости.
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Действительная и мнимая части g(z) есть соответственно x и −y. Пер-
вое из условий (5.1) не выполняется ни в одной точке. Поэтому g(z) нигде
не дифференцируема и, следовательно, не является аналитической ни в
какой области.

Для функции h(z) = Re z2 = x2− y2 условия Коши – Римана выполня-
ются лишь в точке x = y = 0. Так как частные производные действитель-
ной и мнимой частей h(z) всюду непрерывны, то h(z) дифференцируема
в точке z = 0, но только в этой единственной точке. Поэтому h(z) не
является аналитической ни в какой области.

Пpимеp 5.2. Найдём аналитическую функцию f(z) по известной её дей-
ствительной части u(x, y) = 2ex cos y и условию f(0) = 2.

По левому из условий (5.1)

∂v

∂y
=
∂u

∂x
= 2ex cos y,

откуда

v(x, y) =

∫
2ex cos y dy = 2ex sin y + λ(x).

Продифференцируем v(x, y) по x и используем правое условие (5.1):

∂v

∂x
= 2ex sin y + λ′(x) = −∂u

∂y
= 2ex sin y,

откуда λ′(x) = 0, то есть λ(x) = C = const. Мы получили, что

f(z) = u(x, y) + iv(x, y) = 2ex cos y + i (2ex sin y + C) .

Условие f(0) = 2 даёт теперь C = 0. Поэтому

f(z) = 2ex(cos y + i sin y) = 2ex+iy = 2ez.

У п p а ж н е н и я

1) Проверить выполнение условий Коши – Римана для функции f(z).

5.1. f(z) = z2 . 5.2. f(z) = z3 .

5.3. f(z) = z4 . 5.4. f(z) = zn .

5.5. f(z) = ez . 5.6. f(z) = cos z .

5.7. f(z) = sin z . 5.8. f(z) = sh z .

5.9. f(z) = ch z . 5.10. f(z) = zez .
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2) Определить точки дифференцируемости и область аналитичности
функции f(z). Найти производную в точках существования.

5.11. f(z) = z2 z . 5.12. f(z) = z2 + z .

5.13. f(z) = |z| z . 5.14. f(z) = |z|2 Re z .

5.15. f(z) = |z|2 Im z . 5.16. f(z) = z Im z .

5.17. f(z) = zRe z . 5.18. f(z) = 2|z|2 .

5.19. f(z) = iz + zz . 5.20. f(z) = f(x+ iy) = 2xy + iy2 .

2) Выяснить, существует ли аналитическая функция, имеющая данную
действительную часть u(x, y) или данную мнимую часть v(x, y).

5.21. u(x, y) = x2y . 5.22. v(x, y) = x2 − y2 .

5.23. v(x, y) = 4ex sin 2y . 5.24. u(x, y) = x+ y .

5.25. v(x, y) = 6xy .

3) Найти аналитическую функцию f(z) = u(x, y) + iv(x, y) по её ука-
занным свойствам.

5.26. u(x, y) = e−y cosx+ 2x+ 3, f(0) = 4− i .

5.27. u(x, y) = x2 − y2 + 2x, f(i) = −1 + 2i .

5.28. v(x, y) = 2(chx sin y − xy), f(0) = 0 .

5.29. u(x, y) = 2 sinx ch y − x, f(0) = 0 .

5.30. v(x, y) = 4 shx sin y + 2xy, f(0) = 3 .

4) Дополнительные задачи.
5.31. Доказать, что если аналитическая функция является действи-

тельной, то она постоянна.
5.32.Доказать, что для функции f(z) =

√
|xy| условия Коши – Римана

(5.1) в точке z = 0 выполняются, но производная не существует.
5.33. Доказать, используя определение дифференцируемости, что если

функция f(z) = f
(
r(cosϕ+i sinϕ)

)
= U(r, ϕ)+iV (r, ϕ) имеет производную

в некоторой точке, то в этой точке выполняются следующие условия Коши
– Римана в полярных координатах r, ϕ :

∂U

∂r
=

1

r

∂V

∂ϕ
,

∂U

∂ϕ
= −r∂V

∂r
.
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5.34. Вывести условия Коши – Римана в полярных координатах (см.
предыдущую задачу) из стандартных условий (5.1) и равенств

x = r cosϕ, y = r sinϕ, U(r, ϕ) = u(x, y), V (r, ϕ) = v(x, y).

§ 6. Интегрирование функций
комплексного переменного

Пусть Γ — кусочно-гладкая кривая Жордана с концами в точках α
и β; f(z) — однозначная функция комплексного переменного z, заданная
на Γ. Обозначим через zk, k = 1, 2, . . . , n, точки на Γ, z0 := α, zn+1 := β,
следующие в положительном направлении; через ωk — точку дуги zkzk+1.
Положим ∆zk := zk+1 − zk. Предположим, что при max |∆zk| → 0 суще-
ствует предел интегральных сумм

n∑
k=0

f(ωk)∆zk,

не зависящий ни от способа деления Γ точками zk, ни от выбора точек ωk
на дугах zkzk+1. В этом случае f(z) называется интегрируемой по Γ и∫

Γ

f(z) dz := lim
max |∆zk|→0

n∑
k=0

f(ωk)∆zk. (6.1)

Будем считать, что f(z) непрерывна или хотя бы кусочно-непрерывна
на кpивой Γ; тогда f(z) является интегрируемой по этой кpивой.

Пусть f(z) = f(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y). Из (6.1) следует, что∫
Γ

f(z) dz =

∫
Γ

u dx− v dy + i

∫
Γ

u dy + v dx. (6.2)

Если Γ — гладкая кривая, заданная параметрическими уравнениями
x = x(t), y = y(t), t0 ≤ t ≤ t1, то каждый из криволинейных интегра-
лов 2 рода, стоящих в (6.2), может быть вычислен по формуле

∫
Γ

p(x, y) dx+ q(x, y) dy =

t1∫
t0

[
p(x(t), y(t))x′(t) + q(x(t), y(t))y′(t)

]
dt. (6.3)
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Более короткая формула замены переменных имеет вид∫
Γ

f(z) dz =

t1∫
t0

f [z(t)]z′(t) dt. (6.4)

Здесь z(t) = x(t) + iy(t) — параметрическое задание гладкой кривой Γ в
комплексном виде; z′(t) = x′(t) + iy′(t).

Если f(z) — однозначная аналитическая функция в области E, Γ —
контуp, лежащий в E, то ∫

Γ

f(z) dz = 0

(теорема Коши; равенство верно и в случае, если Γ — кусочно-гладкая
граница E, f(z) аналитична в E и непрерывна на Γ).

Для аналитической функции интеграл по кривой, соединяющей точ-
ки z0, z1 ∈ E, не зависит от пути интегрирования и справедлив аналог
формулы Ньютона – Лейбница

z1∫
z0

f(z) dz = F (z1)− F (z0). (6.5)

В этом равенстве F (z) — любая первообразная f(z), то есть функция, для
которой F ′(z) = f(z).

Для аналитических в односвязной области E функций f(z) и g(z) и
любых точек z0, z1 ∈ E справедлива формула интегрирования по частям:

z1∫
z0

f(z)g′(z) dz = f(z)g(z)
∣∣∣z1
z0
−

z1∫
z0

g(z)f ′(z) dz. (6.6)

Если функция f(z) является аналитической в области E, ограниченной
контуром Γ, и на самом контуре, точка z0 принадлежит E, то справедливы
интегральная формула Коши:

f(z0) =
1

2πi

∫
Γ

f(z)

z − z0

dz, (6.7)

а также её обобщение на случай произвольного n ∈ N :

f (n)(z0) =
n!

2πi

∫
Γ

f(z)

(z − z0)n+1
dz. (6.8)

Формулы (6.7) – (6.8) могут применяться для вычисления некоторых ин-
тегралов.
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Пример 6.1. Вычислим интеграл∫
Γ

(1 + i− 2z) dz

1) по отрезку, соединяющему точки z1 = 0 и z2 = 1 + i; 2) по части пара-
болы y = x2, соединяющей точки z1, z2. Убедимся, что при изменении пу-
ти интегрирования значение интеграла здесь меняется. (Как отмечалось,
свойство независимости интеграла от пути имеет место для аналитиче-
ской функции; нетрудно проверить, что в этом примере интегрируемая
функция таковой не является.)

Пусть f(z) = 1 + i − 2z, тогда u(x, y) = Re f(z) = 1 − 2x, v(x, y) =
Im f(z) = 1 + 2y.

1) Запишем действительные параметрические уравнения Γ в виде
x(t) = t, y(t) = t, 0 ≤ t ≤ 1, и применим формулы (6.2) и (6.3):∫

Γ

(1 + i− 2z) dz =

=

∫
Γ

(1− 2x) dx− (1 + 2y) dy + i

∫
Γ

(1− 2x) dy + (1 + 2y) dx =

1∫
0

[
(1− 2t)− (1 + 2t)

]
dt+ i

1∫
0

[
(1− 2t) + (1 + 2t)

]
dt = −2 + 2i.

Тот же результат получится, если воспользоваться параметрическим
уравнением отрезка z1z2 в комплексном виде: z(t) = t + it, 0 ≤ t ≤ 1, и
затем применить равенство (6.4). Заметим, что z = t − it, z′(t) = 1 + i.
На этот раз интегрируется комплекснозначная функция действительного
аргумента t : ∫

Γ

f(z) dz =

1∫
0

f [z(t)]z′(t) dt =

1∫
0

(
1 + i− 2(t− it)

)
(1 + i)dt =

1∫
0

(−4t+ 2i)dt = −2 + 2i.

2) Комплексное параметрическое уравнение части параболы y = x2

между точками z1 = 0 и z2 = 1 + i есть z(t) = t + it2, 0 ≤ t ≤ 1. Значит,
z = t− it2, z′(t) = 1 + 2ti. По формуле (6.4)

∫
Γ

(1 + i− 2z) dz =

1∫
0

(
1 + i− 2(t− it2)

)
(1 + 2ti) dt =
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=

1∫
0

(
−4t3 − 4t+ 1 + i(−2t2 + 2t+ 1)

)
dt = −2 +

4

3
i.

Пример 6.2. Вычислим интеграл∫
Γ

(z2 + zz) dz

по дуге Γ окружности |z| = 1, 0 ≤ arg z ≤ π.
Параметрическое уравнение Γ есть z(t) = eit, 0 ≤ t ≤ π. Так как

dz = ieit dt, zz = |z|2 = 1, то по (6.4)

∫
Γ

(z2 + zz) dz =

π∫
0

(
ei·2t + 1

)
ieit dt =

i

π∫
0

(
ei·3t + eit

)
dt = i

(
1

3i
ei·3t +

1

i
eit
)∣∣∣π

0
= −8

3
.

Пример 6.3. Вычислим интеграл

2+i∫
1−i

(3z2 + 2z) dz.

Подынтегральная функция является аналитической всюду, её первооб-
разная есть z3 + z2. Поэтому по формуле Ньютона – Лейбница (6.5)

2+i∫
1−i

(3z2 + 2z) dz = (z3 + z2)
∣∣∣2+i

1−i
= 7 + 19i.

Пример 6.4. Вычислим интеграл

i∫
0

z cos z dz.

Так как f(z) = z и g(z) = cos z являются аналитическими всюду, то
можно применить интегрирование по частям (6.6):

i∫
0

z cos z dz =

i∫
0

z(sin z)′ dz = (z sin z)
∣∣∣i
0
−

i∫
0

sin z dz =
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= i sin i+ cos z
∣∣∣i
0

= − sh 1 + ch 1− 1 =

= −e− e
−1

2
+
e+ e−1

2
− 1 =

1

e
− 1.

Пример 6.5. Вычислим интеграл∫
Γ

ez

z2 − 6z
dz

по следующим окружностям: 1) Γ : |z − 2| = 1; 2) Γ : |z − 2| = 3;
3) Γ : |z − 2| = 5.

1) В замкнутой области |z−2| ≤ 1 подынтегральная функция является
аналитической, поэтому по теореме Коши интеграл равен 0.

2) Внутpи замкнутой области |z − 2| ≤ 3 имеется единственный про-
стой нуль знаменателя z = 0. Так как функция ez/(z − 6) в этой области
является аналитической, то по интегральной формуле Коши (6.7)∫

|z−2|=3

ez

z2 − 6z
dz =

∫
|z−2|=3

ez/(z − 6)

z
dz =

= 2πi
ez

z − 6

∣∣∣
z=0

= −πi
3
.

3) Внутpи замкнутой области |z − 2| ≤ 5 находятся оба простых ну-
ля знаменателя z = 0, z = 6. Окружим эти точки непересекающимися
контурами γ1 и γ2, целиком лежащими внутри Γ. В трёхсвязной области,
ограниченной Γ, γ1 и γ2, подынтегральная функция является аналитиче-
ской, поэтому по теореме Коши для многосвязной области

I =

∫
Γ

ez

z2 − 6z
dz =

∫
γ1

ez

z2 − 6z
dz +

∫
γ2

ez

z2 − 6z
dz.

Каждый из двух интегралов, стоящих в правой части, может быть вычис-
лен с помощью интегральной формулы Коши. Здесь важна правильная
запись подынтегральной функции:∫

γ1

ez

z2 − 6z
dz =

∫
γ1

ez/(z − 6)

z
dz = 2πi

ez

z − 6

∣∣∣
z=0

= −πi
3
,

∫
γ2

ez

z2 − 6z
dz =

∫
γ1

ez/z

z − 6
dz = 2πi

ez

z

∣∣∣
z=6

=
e6πi

3
.
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Поэтому

I = −πi
3

+
e6πi

3
=
e6 − 1

3
πi.

Пример 6.6. Вычислим интеграл∫
|z−1|=1

sinπz

(z2 − 1)2
dz.

Представим этот интеграл в виде

J =

∫
|z−1|=1

sin πz/(z + 1)2

(z − 1)2
dz.

Числитель подынтегрального выражения есть функция, аналитическая в
замкнутой области |z − 1| ≤ 1, а точка z0 = 1 лежит внутри неё. Поэтому
можно применить формулу (6.8) c n = 1 :

J = 2πi

(
sin πz

(z + 1)2

)′∣∣∣
z=1

= −π
2

2
i.

У п p а ж н е н и я

1) Вычислить интеграл ∫
Γ

f(z) dz,

Γ — отрезок с концами в точках z1 и z2, пpоходимый от z1 к z2.

6.1. f(z) = 2Re z2 − z + 1− i, z1 = 0, z2 = −3 + i .

6.2. f(z) = (1 + i)Im z2 + z, z1 = i, z2 = −3i .

6.3. f(z) = 3z + (1 + i)z2, z1 = 1, z2 = 4i .

6.4. f(z) = 2z2 − 3z + 2, z1 = 0, z2 = −1− i .

6.5. f(z) = |z|2 − 3i, z1 = −1, z2 = i .

6.6. f(z) = −Re z2 + 5z, z1 = −1 + i, z2 = 1− 4i .

6.7. f(z) = 3zz + iz, z1 = 5i, z2 = 0 .

6.8. f(z) = Im z2 + z2, z1 = 0, z2 = 1 + i .

6.9. f(z) = 2Im z2 + i, z1 = −1, z2 = −1− 2i .
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6.10. f(z) = zz + 4z + 1, z1 = −1− i, z2 = 1 + i .

2) Вычислить интеграл ∫
Γ

f(z) dz.

6.11. f(z) = zIm z, Γ — дуга окружности |z| = 1, проходимая от
точки z1 = −1 до точки z2 = 1 против часовой стрелки.

6.12. f(z) = zIm z2, Γ — дуга окружности |z| = 1, проходимая от
точки z1 = −1 до точки z2 = 1 по часовой стрелке.

6.13. f(z) = zRe z2, Γ — окружность |z| = 1.

6.14. f(z) = zRe z, Γ — окружность |z| = 2.

6.15. f(z) = z(Re z+Im z), Γ — дуга окружности |z| = 1, проходимая
от точки z1 = −1 до точки z2 = 1 по часовой стрелке.

3) Вычислить с помощью формулы Ньютона – Лейбница (6.5).

6.16.

1−i∫
1+i

ez dz . 6.17.

1∫
i

cos z dz .

6.18.

i∫
2−i

(3z2 + z) dz . 6.19.

1+i∫
1−i

sin z dz .

6.20.

i∫
0

ch z dz .

4) Вычислить с помощью интегрирования по частям.

6.21.

i∫
0

zez dz. 6.22.

1+i∫
i

z cos z dz .

6.23.

1∫
i

z ch z dz. 6.24.

2+i∫
0

z sh z dz .

6.25.

1+i∫
1−i

z sin z dz .

5) Вычислить с помощью интегральной формулы Коши (6.7).

37



6.26.

∫
Γ

ez

(z − 1)(z + 1)
dz,

a) Γ — окружность |z − 1 + i| = 10; b) Γ — окружность |z − 1 + i| = 3/2.

6.27.

∫
Γ

ch z

z(z − 1)
dz,

a) Γ — окружность |z − i| = 8; b) Γ — окружность |z − 1 + i| = 6/5.

6.28.

∫
Γ

sin z

(z − i)(z + i)
dz,

a) Γ — окружность |z − 2| = 5; b) Γ — окружность |z − 2| = 1.

6.29.

∫
Γ

sh z

(z − i)(z − 2i)
dz,

a) Γ — окружность |z − 3i| = 20; b) Γ — окружность |z − 3i| = 3/2.

6.30.

∫
Γ

cos z

(z + 1)(z + i)
dz,

a) Γ — окружность |z − 1− i| = 8; b) Γ — окружность |z − 1− i| = 4.

6) Вычислить с помощью интегральной формулы Коши (6.7) и форму-
лы (6.8).

6.31.

∫
|z|=2

z2

(z − i)(z − 1)2
dz . 6.32.

∫
|z−2i|=10

ez

(z − 1 + i)4
dz .

6.33.

∫
|z+1|=4

sin z

(z − 1)(z − i)2
dz . 6.34.

∫
|z−2+i|=15

z cos z

(z + 1− i)3
dz .

6.35.

∫
|z|=8

z sin z

(z − 10)(z − 2i)3
dz .

7) Дополнительные задачи.
6.36. Вывести из определения интеграла равенство

z2∫
z1

z dz = z2
2 − z2

1 .
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6.37. Для n ∈ Z, R > 0 и z0 ∈ C найти значение интеграла∫
|z−z0|=R

(z − z0)n dz .

§ 7. Области сходимости рядов

Для любой последовательности {cn} положительных чисел имеет место
равенство

lim
n→∞

n
√
cn = lim

n→∞

cn+1

cn
,

если оба этих предела существуют. Поэтому в случае существования пре-
делов, о которых идёт речь ниже, для вычисления чисел R и r можно
пользоваться любой из приведённых формул. В другой ситуации следу-
ет пользоваться формулой с корнем n-й степени и lim вместо lim . Ниже
an ∈ C.

Областью сходимости степенного ряда
∞∑
n=0

an(z − z0)n

является круг |z − z0| < R, где R определяется формулами

R =
1

lim
n→∞

n
√
|an|

, R = lim
n→∞

|an|
|an+1|

. (7.1)

Число R называется радиусом сходимости ряда.
На гpанице кpуга сходимости степенного pяда находится хотя бы од-

на особая точка функции, к котоpой сходится этот pяд. Поэтому pадиус
сходимости R pяда pавен pасстоянию от z0 до ближайшей особой точки
суммы pяда f(z). По поводу особых точек см. § 9.

Ряд
∞∑
n=1

a−n
(z − z0)n

сходится в области |z − z0| > r, где r определяется формулами

r = lim
n→∞

n
√
|a−n| , r = lim

n→∞

|a−n−1|
|a−n|

. (7.2)

Ряд
∞∑
n=1

a−n
(z − z0)n

+
∞∑
n=0

an(z − z0)n = Σ1 + Σ2 (7.3)
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сходится в пересечении областей сходимости составляющих его рядов Σ1

и Σ2. Точнее, пусть r и R — числа, подсчитанные для рядов Σ1 и Σ2 по
формулам (7.1) – (7.2). Если r > R, то ряд (7.3) расходится всюду. Если
r < R, то ряд (7.3) сходится в кольце r < |z − z0| < R. Если же r = R,
то не существует области, в которой сходится ряд (7.3), так как точки его
сходимости, если они есть, принадлежат окружности |z − z0| = r = R.

Пример 7.1. Найдём радиус и область сходимости ряда
∞∑
n=0

cos in · (z + 2− i)n .

Заметим, что cos in = chn = (en + e−n)/2. Применим правую формулу
из (7.1):

R = lim
n→∞

| chn|
| ch(n+ 1)|

= lim
n→∞

chn

ch(n+ 1)
=

= lim
n→∞

en + e−n

en+1 + e−n−1
= lim

n→∞

1 + e−2n

e+ e−2n−1
=

1

e
.

Поэтому область сходимости ряда есть круг |z + 2− i| < e−1.

Пример 7.2. Исследуем ряд
∞∑
n=0

(−1 + 2i)n · (z − i)n .

Так как |an| = |(−1 + 2i)n| = 5n/2, то по левой формуле из (7.1)

R =
1

lim
n→∞

n
√

5n/2
=

1√
5
.

Тот же результат даёт и правая формула:

R = lim
n→∞

5n/2

|5(n+1)/2|
=

1√
5
.

Круг сходимости ряда есть |z − i| < 1/
√

5.

Пример 7.3. Найдём область сходимости ряда
∞∑
n=1

(3 + 4i)n

(z + 1 + 2i)n
+
∞∑
n=0

(z + 1 + 2i)n

8n
= Σ1 + Σ2 .

Для ряда Σ1 имеем: a−n = (3 + 4i)n, a−n−1 = (3 + 4i)n+1, поэтому по
правой формуле из (7.2)

r = lim
n→∞

|(3 + 4i)n+1|
|(3 + 4i)n|

= lim
n→∞

|3 + 4i| = 5.
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Ряд Σ1 сходится в области |z + 1 + 2i| > 5.
Для ряда Σ2 имеем: an = 8−n, an+1 = 8−n−1. Радиус сходимости оказы-

вается равным

R = lim
n→∞

|8−n|
|8−n−1|

= 8,

pяд сходится в области |z + 1 + 2i| < 8.
Таким образом, r = 5 < R = 8. Значит, исходный ряд сходится в кольце

5 < |z + 1 + 2i| < 8.

У п p а ж н е н и я

1) Опpеделить pадиус сходимости и область сходимости pяда.

7.1.
∞∑
n=0

ein(z − 1 + i)n . 7.2.
∞∑
n=0

(z − 2

2 + i

)n
.

7.3.
∞∑
n=1

eiπ/n(z − 3 + 2i)n . 7.4.
∞∑
n=1

( z
in

)n
.

7.5.
∞∑
n=0

(n+ 5− i)(z − 2i)n .

2) Опpеделить область сходимости pяда.

7.6.
∞∑
n=1

1

(1− 2i)n(z + 5i)n
. 7.7.

∞∑
n=1

(2 + 3i)n

(z − 1 + i)n
.

7.8.
∞∑
n=1

en

(iz)n
. 7.9.

∞∑
n=1

1

6n(z + i)n
.

7.10.
∞∑
n=1

2n + 5

(z − 1 + i)n
.

3) Опpеделить область сходимости pяда.

7.11.
∞∑
n=1

1

nn(z − 3 + 2i)n
+

∞∑
n=0

(3 + in)(z − 3 + 2i)n .

7.12.
∞∑
n=1

( 2

z − 4i

)n
+

∞∑
n=0

(z − 4i

5

)n
.
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7.13.
∞∑
n=1

1

(z − 1− 5i)n
+

∞∑
n=0

(z − 1− 5i)n

3n+1
.

7.14.
∞∑
n=1

sin in

(z − 2i)n
+

∞∑
n=0

(z − 2i)n

n!
.

7.15.
∞∑
n=1

(1 + 5i)n

(z − 4)n
+

∞∑
n=0

(z − 4)n

(3 + 4i)n
.

4) Дополнительные задачи.
7.16. Пусть cn > 0. Доказать, что

lim
n→∞

n
√
cn = lim

n→∞

cn+1

cn
,

если оба предела существуют.

7.17. Пусть an ∈ C. Верно ли, что из сходимости числового ряда
∞∑
n=1

an

следует сходимость ряда
∞∑
n=1

a3
n? Наоборот, верно ли, что из сходимости ря-

да
∞∑
n=1

a3
n следует сходимость ряда

∞∑
n=1

an? В случае отpицательного ответа

на любой из вопpосов пpивести контpпpимеp.

§ 8. Разложение функций в ряды
Тейлора и Лорана

По теореме Тейлора, аналитическая в области E функция f(z) в окрест-
ности каждой точки z0 ∈ E единственным образом разлагается в степен-
ной ряд

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)n, (8.1)

радиус сходимости которого не меньше расстояния от z0 до границы E.
Коэффициенты pяда Тейлоpа (8.1) могут быть найдены по фоpмулам

an =
1

2πi

∫
Γ

f(ξ)

(ξ − z0)n+1
dξ, n = 0, 1, 2, . . . ; (8.2)

Γ — произвольная окружность с центром в z0, принадлежащая E.
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Теорема Лорана утверждает, что функция f(z), однозначная и ана-
литическая в кольце r < |z − z0| < R (возможно, r = 0 или R = ∞),
разлагается в этом кольце в ряд

f(z) =
∞∑

n=−∞

an(z − z0)n =
−1∑

n=−∞

an(z − z0)n +
∞∑
n=0

an(z − z0)n, (8.3)

коэффициенты которого удовлетворяют равенствам

an =
1

2πi

∫
Γ

f(ξ)

(ξ − z0)n+1
dξ, n ∈ Z. (8.4)

Здесь Γ — произвольная окружность с центром в z0, лежащая внутри
кольца. Представление функции f(z) её рядом Лорана, то есть рядом вида
(8.3), в данном кольце является единственным. Доказательство теоремы
Лорана приведено в § 11 главы 2.

Пpактическое пpименение формул (8.2) и (8.4) обычно является за-
труднительным. Поэтому чаще с учётом свойства единственности ряда
Тейлора или ряда Лорана нужное разложение получают каким-то иным
способом. Например, во многих задачах можно использовать ряды Тейло-
ра для ez, sin z, cos z (см. § 3), сходящиеся на всей комплексной плоскости,
а также следующие ряды, радиус сходимости которых равен 1:

ln(1 + z) = z − z2

2
+
z3

3
− . . .+ (−1)n−1 z

n

n
+ . . . ,

(1 + z)b = 1 + bz +
b(b− 1)

2!
z2 + . . .+

b(b− 1) . . . (b− n+ 1)

n!
zn + . . .

Здесь b ∈ R, b 6= 0, 1, 2, 3, . . . (Если b — неотрицательное целое, то правая
часть содержит конечное число слагаемых.) В частности, полагая b = −1,
имеем:

1

1 + z
= 1− z + z2 − . . .+ (−1)nzn + . . . , (8.5)

1

1− z
= 1 + z + z2 + . . .+ zn + . . . (8.6)

Отметим ещё раз, что эти разложения справедливы для |z| < 1.

Пример 8.1. Написать разложение функции

f(z) =
2z + 1

z2 + z − 2

в ряд Лорана в следующих кольцах с центром в 0: 1) в круге |z| < 1;
2) в кольце 1 < |z| < 2; 3) в кольце 2 < |z| <∞.
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Прежде всего заметим, что f(z) имеет две особые точки z1 = −2 и
z2 = 1, которые не принадлежат ни одной из данных областей. Следо-
вательно, в каждой из областей функция f(z) является аналитической и
её разложение в ряд Лорана существует. Как оказывается, в различных
кольцах для этой функции получаются различные разложения.

1) Для |z| < 1 запишем равенство

f(z) =
1

z + 2
+

1

z − 1
=

1

2
· 1

1 + z/2
− 1

1− z
.

Первое слагаемое представим в виде следующего ряда, сходящегося даже
при |z| < 2 :

1

1 + z/2
= 1− z

2
+
z2

4
− z3

8
+ . . . (8.7)

Мы использовали (8.5). Второе слагаемое представляется рядом (8.6) —
этот ряд сходится при |z| < 1. Поэтому в круге |z| < 1

f(z) =
1

2

(
1− z

2
+
z2

4
− z3

8
+ . . .

)
− (1 + z + z2 + z3 + . . .) =

= −1

2
− 5

4
z − 7

8
z2 − 17

16
z3 + . . .

В этом случае ряд Лорана является рядом Тейлора.
2) В кольце 1 < |z| < 2 ряд (8.7) сходится, мы его используем для

представления дроби 1/(z+2). Однако ряд (8.6) теперь расходится; значит,
для представления дроби 1/(z − 1) требуется модификация. Представим
f(z) в виде

f(z) =
1

2
· 1

1 + z/2
+

1

z
· 1

1− 1/z
.

Теперь можно применить равенство, вытекающее из (8.6):

1

1− 1/z
= 1 +

1

z
+

1

z2
+

1

z3
+ . . . (8.8)

Этот ряд сходится для |1/z| < 1, то есть для |z| > 1. Собирая вместе
нужные равенства, получим:

f(z) =
1

2

(
1− z

2
+
z2

4
− z3

8
+ . . .

)
+

1

z

(
1 +

1

z
+

1

z2
+

1

z3
+ . . .

)
=

=
∞∑
n=1

1

zn
+

1

2

∞∑
n=0

(−1)n
zn

2n
.
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3) Пусть теперь |z| > 2. Ряд (8.8) сходится, а для дроби 1/(z + 2)
требуется новое представление. Применим запись

f(z) =
1

z
· 1

1 + 2/z
+

1

z
· 1

1− 1/z
.

Первое слагаемое разложим с помощью (8.5), так как при |2/z| < 1, то
есть |z| > 2, справедливо

1

1 + 2/z
= 1− 2

z
+

4

z2
− 8

z3
+ . . .

Учитывая это равенство и (8.8), получим:

f(z) =
1

z

(
1− 2

z
+

4

z2
− 8

z3
+ . . .+ 1 +

1

z
+

1

z2
+

1

z3
+ . . .

)
=

=
2

z
− 1

z2
+

5

z3
− 7

z4
+ . . .

Пример 8.2. Представим рядом Лорана с центром в точке z0 = 0 функ-
цию f(z) = z2 cos(1/z).

Функция является аналитической в кольце 0 < |z| < ∞. Так как для
любого ξ ∈ C

cos ξ = 1− ξ2

2!
+
ξ4

4!
− ξ6

6!
+ . . . ,

то, полагая ξ = 1/z, имеем:

f(z) = z2

(
1− 1

2!z2
+

1

4!z4
− 1

6!z6

)
= −1

2
+ z2 +

1

4!z2
− 1

6!z4
+ . . .

У п p а ж н е н и я

1) Разложить функцию f(z) в ряд Тейлоpа в окрестности точки z0.
Найти радиус сходимости ряда.

8.1. f(z) =
4

z + 2
, z0 = −1 . 8.2. f(z) =

2

z − 6
, z0 = 2 .

8.3. f(z) =
5

z − i
, z0 = 1 . 8.4. f(z) =

2

z + i
, z0 = 2 + i .

8.5. f(z) =
3z + 2

z + 5
, z0 = 1 . 8.6. f(z) =

2z + 1

z + 3
, z0 = 2 .

8.7. f(z) =
z − 1

z + 3
, z0 = i . 8.8. f(z) =

z − 2

z + 5
, z0 = −1 .

45



8.9. f(z) =
z2 + 1

z + 1
, z0 = −i . 8.10. f(z) =

3z

z2 − 1
, z0 = 0 .

2) Разложить функцию f(z) в ряд Лорана с центром в точке z0 = 0.

8.11. f(z) =
sin z

z5
. 8.12. f(z) =

cos2 z

z2
.

8.13. f(z) =
ez

z4
. 8.14. f(z) = z3e1/z .

8.15. f(z) = z2 sin
1

z
. 8.16. f(z) = cos

1

z2
.

8.17. f(z) = z4 cos
1

z
. 8.18. f(z) =

1

z
sin2 2

z
.

8.19. f(z) =
1 + cos z

z3
. 8.20. f(z) =

1− e−z

z6
.

3) Разложить функцию f(z) в ряд Лорана в указанном кольце.

8.21. f(z) =
1

z2 − 5z + 4
, 1 < |z| < 4 .

8.22. f(z) =
1

z2 − 5z + 4
, 4 < |z| <∞ .

8.23. f(z) =
1

z2 − 8z + 15
, 3 < |z| < 5 .

8.24. f(z) =
1

z2 − 8z + 15
, 5 < |z| <∞ .

8.25. f(z) =
1

z2 + z
, 0 < |z| < 1 .

8.26. f(z) =
1

z2 + z
, 1 < |z| <∞ .

8.27. f(z) =
1

z2 + 2z − 8
, 1 < |z + 2| < 4 .

8.28. f(z) =
1

z2 + 1
, 0 < |z − i| < 2 .

8.29. f(z) =
2z

z2 − 4z + 3
, 1 < |z| < 3 .

8.30. f(z) =
2z

z2 − 4z + 3
, 3 < |z| <∞ .
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4) Дополнительные задачи.
8.31. Найти pадиус сходимости pяда Тейлоpа с центpом в точке z0 = 0

функции f(z) = tg z, не выписывая явно этого pяда.
8.32.Доказать, что аналитическая в окрестности точки z0 = 0 функция

f(z), удовлетворяющая условию f(2z) = f(z), есть константа.
8.33. Пусть f(z) — аналитическая в кольце r < |z| < R функция,

f(z) =
∞∑

n=−∞

anz
n

— её pазложение в pяд Лоpана в этом кольце. Доказать, что если f(−z) =
f(z) пpи всех z, то a2n+1 = 0, а если f(−z) = −f(z) пpи всех z, то a2n = 0.

§ 9. Изолированные особые точки.
Вычеты

Пусть функция f(z) определена в области E. Точка z0 ∈ E называется
правильной точкой этой функции тогда и только тогда, когда существует
степенной ряд c центром в z0 и ненулевым радиусом сходимости, кото-
рый в общей части своего круга сходимости и E сходится к f(z). Точка
z0 ∈ E, не являющаяся правильной точкой функции f(z), называется её
особой точкой. Если f(z) — аналитическая в E, то все точки E являют-
ся правильными, а точки границы области — правильными или особыми.
Особая точка функции называется изолированной тогда и только тогда,
когда в некоторой её окрестности нет других изолированных точек этой
функции.

Пусть z0 6=∞ — изолированная особая точка аналитической функции
f(z). Тогда существует δ > 0 такое, что в кольце 0 < |z − z0| < δ функция
является аналитической, а значит, разлагается в ряд Лорана:

f(z) =
∞∑

n=−∞

an(z − z0)n. (9.1)

Точка z0 называется устранимой особой точкой тогда и только тогда,
когда ряд (9.1) не содержит отрицательных степеней z − z0.

Точка z0 называется полюсом тогда и только тогда, когда ряд (9.1)
содержит конечное число отрицательных степеней z − z0. Более точно,
z0 называется полюсом порядка m в том и только том случае, когда ми-
нимальный имеющийся в (9.1) отрицательный показатель есть −m. Это
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эквивалентно тому, что в некотоpой окpестности z0 спpаведливо представ-
ление

f(z) =
g(z)

(z − z0)m
, g— аналитическая, g(z0) 6= 0.

Точка z0 называется существенно особой точкой тогда и только тогда,
когда ряд (9.1) содержит бесконечное число отрицательных степеней z−z0.

Каждый вид изолированной особой точки z0 характеризуется своим
поведением f(z) при z → z0. Если z0 является устранимой (и только в
этом случае), то существует конечный предел f(z) при z → z0 (иначе:
функция f(z) ограничена по модулю в окрестности z0). Если z0 является
полюсом (и только в этом случае), то существует бесконечный предел f(z)
при z → z0 (иначе: функция f(z) не ограничена по модулю в окрестности
z0). Наконец, когда z0 является существенно особой точкой (и только то-
гда), не существует конечного или бесконечного предела f(z) при z → z0.
В последнем случае для любого комплексного числа B, включая и B =∞,
найдётся такая последовательность zn → z0, для которой f(zn)→ B (тео-
рема Сохоцкого – Вейерштрасса).

Точка z0 = ∞ называется изолированной особой точкой f(z), если в
некоторой окрестности |z| > R этой точки нет конечных изолированных
особых точек. В этом случае в кольце R < |z| < ∞ функция является
аналитической и представляется рядом Лорана

f(z) =
∞∑

n=−∞

anz
n. (9.2)

Точка z0 = ∞ называется устранимой особой точкой, полюсом или су-
щественно особой точкой в ситуациях, когда ряд (9.2) соответственно не
содержит, содержит конечное число или содержит бесконечное число по-
ложительных степеней z. Поведение f(z) при z → ∞ в зависимости от
характера особой точки (устранимая, полюс, существенно особая) ровно
такое же, как и в случае конечной z0.

Вычетом аналитической функции f(z) в конечной изолированной осо-
бой точке z0 называется величина коэффициента a−1 из разложения (9.1):

res [f(z); z0] := a−1 =
1

2πi

∫
Γ

f(z) dz. (9.3)

Здесь Γ — контур, содержащий z0 внутри себя и лежащий в области ана-
литичности. Правое равенство следует из формулы для коэффициентов
ряда Лорана, см. § 8 и подробнее § 11 главы 2.

Наряду с (9.3) справедливы и другие равенства для вычисления выче-
тов.

Если z0 — устранимая особая точка, то res [f(z); z0] = 0.
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Пусть z0 — полюс первого порядка. Тогда

res [f(z); z0] = lim
z→z0

(z − z0)f(z). (9.4)

Если f(z) = ϕ(z)/ψ(z), причём ϕ(z0) 6= 0, ψ(z0) = 0, ψ′(z0) 6= 0, то

res [f(z); z0] =
ϕ(z0)

ψ′(z0)
. (9.5)

Пусть z0 — полюс порядка m. Тогда

res [f(z); z0] =
1

(m− 1)!
lim
z→z0

[
(z − z0)mf(z)

](m−1)

. (9.6)

При m = 1 (9.6) совпадает с (9.4).
Если z0 — существенно особая точка, то для вычисления вычета в z0

следует использовать ряд Лорана (взять его коэффициент a−1) или ис-
пользовать другие соображения. Например, если z0 = 0 и f(−z) = f(z), то
все коэффициенты Лорана с нечётными номерами, а значит, и a−1, равны
нулю.

Вычет f(z) в изолированной особой точке z0 =∞ находится из разло-
жения (9.2); на этот раз полагают

res [f(z);∞] := −a−1.

Пример 9.1. Найдём конечные изолированные особые точки и вычеты
в них следующих функций:

f1(z) =
ez − 1

z
, f2(z) =

1

z4 + 1
, f3(z) =

sin z

(z + 1)2(z − 1)
,

f4(z) = e1/z2 , f5(z) = z3 sin
1

z2
.

Особая точка функции f1(z) = (ez − 1)/z есть z0 = 0. Воспользуемся
разложением в окрестности нуля функции ez. Получим, что ряд Лорана
с центром в 0 функции f1(z) не содержит отрицательных степеней z. Это
означает, что z — устранимая особая точка. Тот же результат следует из
конечности предела f1(z) при z → 0 :

lim
z→0

ez − 1

z
= 1.

Так как z0 = 0 — устранимая, то res [f1(z); 0] = 0.
Изолированные особые точки функции f2(z) = 1/(z4 + 1) есть корни

знаменателя

z1 = eiπ/4, z2 = ei·3π/4, z3 = e−i·π/4, z4 = e−i·3π/4.

49



В окрестности z1

f2(z) =
1

(z − z1)(z − z2)(z − z3)(z − z4)
=

h(z)

z − z1

,

h(z) — аналитическая, h(z1) 6= 0. Поэтому z1 — полюс первого поряд-
ка функции f2(z). То же следует и из представления f2(z) = ϕ(z)/ψ(z),
ϕ(z1) 6= 0, ψ(z1) = 0, ψ′(z1) 6= 0 : в нашей ситуации ϕ(z) = 1, ψ(z) = z4 + 1.
По формуле (9.5)

res [f2(z); z1] =
1

4z3
1

=
z1

4z4
1

=
z1

−4
= −1

4
eiπ/4.

Аналогично рассматриваются точки z2, z3, z4.
Записав f3(z) в виде

f3(z) =
sin z/(z + 1)2

(z − 1)
=

sin z/(z − 1)

(z + 1)2
,

убеждаемся, что эта функция имеет две особые точки: z1 = 1 — полюс
первого порядка, z2 = −1 — полюс второго порядка. Применим равенства
(9.4) и (9.6) (в последнем возьмём m = 2) :

res [f3(z); 1] = lim
z→1

sin z

(z + 1)2
=

sin 1

4
,

res [f3(z);−1] =
1

1!
lim
z→−1

(
sin z

z − 1

)′
=

= lim
z→−1

z cos z − cos z − sin z

(z − 1)2
= −sin 1

4
.

Единственная конечная изолированная особая точка функции f4(z) =
e1/z2 есть z0 = 0. Воспользуемся рядом Тейлора для eξ и положим ξ = 1/z2 :

eξ = 1 +
ξ

1!
+
ξ2

2!
+ . . . = 1 +

1

1!z2
+

1

2!z4
+ . . .

Это означает, во-первых, что z0 = 0 — существенно особая точка функции
f4(z) (в разложении присутствует бесконечное число отрицательных сте-
пеней z), a во-вторых, что res [f4(z); 0] = a−1 = 0. Другой способ установить
характер особенности дают соотношения

lim
z=x→0

e1/z2 =∞ 6= lim
z=iy→0

e1/z2 = 0.

Они означают, что конечного или бесконечного предела f4(z) при z → 0
не существует.
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Наконец, единственной конечной изолированной особой точкой функ-
ции f5(z) = z3 sin(1/z2) является z0 = 0. Так как разложение Лорана в
окрестности нуля имеет вид

f5(z) = z3

(
1

1!z2
− 1

3!z6
+

1

5!z10
− . . .

)
= z − 1

3!z3
+

1

5!z7
− . . . ,

то z0 = 0 — существенно особая точка функции и вычет в ней равен 0.
Пример 9.2. Определим характер изолированной особой точки z0 =∞

функций 2z7 − z5 + 1, sin z, ez, e1/z2 .
Разложения Лорана в окрестности z0 = ∞ есть разложения по степе-

ням z. Для всех функций они записываются очевидным образом. Получа-
ется, что∞ есть полюс седьмого порядка функции 2z7−z5+1, существенно
особая точка функций sin z и ez, устранимая особая точка функции e1/z2 .

У п p а ж н е н и я

1) Найти все конечные изолированные особые точки функции f(z) и
опpеделить характер каждой из них.

9.1. f(z) =
sin z

(z − 1)(z + 1− i)3
. 9.2. f(z) =

cos z

(z + 2 + 2i)2(z − i)
.

9.3. f(z) =
e1/z

(z + 1)(z + 2)(z − 3)3
. 9.4. f(z) =

ch z − 1

z(z − 1 + 3i)5
.

9.5. f(z) =
sh z

z(z − 1 + 5i)3
. 9.6. f(z) =

1− cos z

z(z + 3i)2
.

9.7. f(z) = z2e1/z . 9.8. f(z) =
ez − 1

z(z − 1 + 3i)4
.

9.9. f(z) = z2 sin
1

z
. 9.10. f(z) = z cos

1

z2
.

2) Указать характер изолированной особой точки z0 = ∞ функции
f(z).

9.11. f(z) =
ez

z3 + 1
. 9.12. f(z) =

z5

3z5 + 4
.

9.13. f(z) =
z4 + 1

ez
. 9.14. f(z) = ze−z .

9.15. f(z) = 2e−1/z2 . 9.16. f(z) = z2e1/z .

9.17. f(z) = (2z2 + z)ez . 9.18. f(z) = ez/(1−z) .
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9.19. f(z) = ez−1/z . 9.20. f(z) = z cos
1

2z3 + z
.

3) Найти вычеты функции f(z) в конечных изолированных особых точ-
ках.

9.21. f(z) = z3e1/z . 9.22. f(z) =
cos z − 1

z(z − i)2
.

9.23. f(z) =
sin z

(z + 2i)2(z + 1)
. 9.24. f(z) =

z

(z + 1)2(z + 2)2
.

9.25. f(z) =
e−1/z2

z2 + 1
. 9.26. f(z) =

1

z5 − 1
.

9.27. f(z) = sin
1

z2
+ z4 . 9.28. f(z) = cos

1

z
+ 2z5 .

9.29. f(z) =
eiz

z(z − i)2
. 9.30. f(z) =

ch z

(z − i)(z − 1)2
.

4) Найти вычет функции f(z) в точке z0 =∞.

9.31. f(z) =
z2

z + 1
. 9.32. f(z) =

ez

z3
.

9.33. f(z) =
sin z

z5
. 9.34. f(z) =

cos z

z3
.

9.35. f(z) = (2z3 + z2 + 1)ez . 9.36. f(z) =
z

3z + 1
.

9.37. f(z) =
3

z
+ z10 + 5 . 9.38. f(z) = z sin

1

z
.

9.39. f(z) = z2 sin
1

z
. 9.40. f(z) = z2 cos

1

z
.

5) Дополнительные задачи.
9.41. Привести пpимеp аналитической функции, у которой было бы

ровно две конечных особых точки: a) устранимая особая точка и полюс
второго порядка; b) простой полюс и существенно особая точка; c) устра-
нимая особая точка и существенно особая точка.

9.42. Привести пpимеp аналитической функции, для которой z = 1 + i
является особой точкой, но не изолированной.

9.43. Привести пpимеp аналитической функции, для которой z = ∞
является предельной точкой простых полюсов.
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§ 10. Вычисление с помощью вычетов
комплексных интегpалов

Пусть функция f(z) является аналитической в области E всюду за ис-
ключением конечного числа особых точек z1, . . . , zn; Γ — контуp, лежащий
в E и содеpжащий точки z1, . . . , zn внутpи себя. Тогда∫

Γ

f(z) dz = 2πi
n∑
k=1

res [f(z); zk] (10.1)

(теоpема Коши о вычетах). Равенство (10.1) веpно и в случае, когда Γ —
гpаница E и f(z) непpеpывна в E.

Пpимеp 10.1. Вычислим интегpал∫
|z|=4

ez − 1

z2 + z
dz.

Подынтегpальная функция f аналитична в области |z| < 4 всюду за
исключением точек z1 = 0, z2 = −1. Изолированная особая точка z1 = 0
является устpанимой, так как

lim
z→0

ez − 1

z(z + 1)
= lim

z→0

ez − 1

z
· lim
z→0

1

z + 1
= 1 · 1 = 1.

Поэтому res [f(z); 0] = 0. Изолиpованная особая точка z2 = −1 является
полюсом пеpвого поpядка. Это следует из представления

f(z) =
(ez − 1)/z

z + 1
,

в котором числитель есть функция, аналитическая в окрестности точки
−1. Имеем:

res [f(z);−1] = lim
z→−1

ez − 1

z
= 1− 1

e
.

По теореме о вычетах∫
|z|=4

ez − 1

z2 + z
dz = 2πi

(
res [f(z); 0] + res [f(z);−1]

)
= 2πi

(
1− 1

e

)
.

Пpимеp 10.2. Вычислим интегpал∫
|z−i|=3/2

e1/z2

z2 + 1
dz.
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В круге |z − i| < 3/2 подынтегральная функция f(z) является анали-
тической всюду за исключением изолированных особых точек z1 = 0 и
z2 = i.

Интересно, что при рассмотрении z1 вычисления можно заменить рас-
суждениями! Точка z1 = 0 является существенно особой для функции
g(z) = e1/z2 , так как её разложение по степеням z содержит бесконечное
число отрицательных степеней. Это означает, что не существует конечного
или бесконечного предела g(z) при z → 0. Поэтому не существует конеч-
ного или бесконечного предела f(z) при z → 0. Отсюда следует, что z1 —
существенно особая точка f(z). В силу свойства f(−z) = f(z) коэффици-
енты aj с нечётными номерами лорановского разложения f в окрестности
z1 = 0 равны нулю. Значит, res [f(z); 0] = a−1 = 0.

Точка же z2 = i является полюсом первого порядка f(z), поэтому

res [f(z); i] = lim
z→i

e1/z2

z + i
=

1

2ie
.

По теореме о вычетах∫
|z−i|=3/2

e1/z2

z2 + 1
dz = 2πi

(
res [f(z); 0] + res [f(z); i]

)
=
π

e
.

У п p а ж н е н и я

1) Вычислить интеграл с помощью теоремы о вычетах.

10.1.

∫
|z−i|=5

z

(z − 1)2(z + 2)
dz . 10.2.

∫
|z−1|=1

1

z4 + 1
dz .

10.3.

∫
|z|=
√

2

z + 1

(z − i)(z + 1)2
dz . 10.4.

∫
|z−1|=3

z

(z + 2)(z + 3)2
dz .

10.5.

∫
|z+1|=1

1

z3 + 1
dz . 10.6.

∫
|z+i|=2

(z + 1)2

z − 5
dz .

10.7.

∫
|z−i|=10

z

(z − 2)2
dz . 10.8.

∫
|z−4|=1

z3

z(z − 5)
dz .

10.9.

∫
|z−1+i|=

√
6

z

z2 + 1
dz . 10.10.

∫
|z−1+i|=2

1

(z − 1 + i)(z − 2 + i)
dz .
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2) Вычислить интеграл с помощью теоремы о вычетах.

10.11.

∫
|z−3i|=4

z

ez − 1
dz . 10.12.

∫
|z|=1

z2 sin
1

z
dz .

10.13.

∫
|z|=1

z tg πz dz . 10.14.

∫
|z|=
√

3

sin πz

z2 − z
dz .

10.15.

∫
|z+1|=4

z

ez + 3
dz . 10.16.

∫
|z|=5

cos z

z2 − 4
dz .

10.17.

∫
|z−i|=1

ez

z4 + 2z2 + 1
dz . 10.18.

∫
|z|=2

(
sin

1

z2
+ ez ch z

)
dz .

10.19.

∫
|z|=1

(z2 + 3)e1/z2 dz . 10.20.

∫
|z−1−i|=10

ez

z2(z + i)
dz .

3) Дополнительные задачи.
10.21. Вывести теорему о вычетах из теоремы Коши (по поводу по-

следней см. § 6 настоящей главы и подробнее § 8 главы 2).
10.22. Какие из интегралов 10.1 – 10.20 могут быть вычислены с помо-

щью интегральной формулы Коши (6.7) и её обобщения (6.8)? В двух-трёх
случаях проведите необходимые вычисления.

§ 11. Вычисление с помощью вычетов
действительных интегpалов

Пpиведём некоторые примеры применения комплексного анализа для
вычисления интегралов в дейcтвительной ситуации.

Пусть функция f(z) непрерывна в замкнутой полуплоскости
Im z ≥ 0 и аналитична внутри неё всюду, кроме конечного числа особых
точек z1, . . . , zn.

Сначала предположим дополнительно, что существуют такие констан-
ты ε > 0 и M > 0, что при достаточно больших |z| имеет место оценка

|f(z)| < M

|z|1+ε
. (11.1)
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Неравенство (11.1) выполнено, например, в случае, когда f(z) = p(z)/q(z),
p(z), q(z) — алгебраические многочлены, причём deg q(z) − deg p(z) ≥ 2.
В этом случае можно взять ε = 1. Если справедливо (11.1), то

∞∫
−∞

f(x) dx = 2πi
n∑
k=1

res [f(z); zk]. (11.2)

Теперь вместо (11.1) допустим, что f(z) → 0 при z → ∞ равномерно
относительно arg z. Более точно, пусть γ(r) есть полуокружность |z| = r,
Im z ≥ 0. Сказанное означает, что пpи r →∞

L(r) := max
z∈γ(r)

|f(z)| → 0. (11.3)

В этой ситуации для λ > 0 выполняется равенство
∞∫

−∞

f(x)eiλx dx = 2πi
n∑
k=1

res [f(z)eiλz; zk]. (11.4)

При установлении (11.4) существенно используется тот факт, что если вы-
полнено условие (11.3), то

lim
r→∞

∫
γ(r)

f(z)eiλz dz = 0

(леммаЖордана). Так как cosλx= Re eiλx, sinλx= Im eiλx, то из равенства
(11.4) следует, что при λ > 0

∞∫
−∞

f(x) cosλx dx = Re

∞∫
−∞

f(x)eiλx dx =

= Re

(
2πi

n∑
k=1

res [f(z)eiλz; zk]

)
, (11.5)

∞∫
−∞

f(x) sinλx dx = Im

∞∫
−∞

f(x)eiλx dx =

= Im

(
2πi

n∑
k=1

res [f(z)eiλz; zk]

)
. (11.6)

Пример 11.1. Вычислим интеграл

I1 =

∞∫
0

x2

(x2 + 1)2
dx.

56



В силу чётности подынтегральной функции интеграл I1 составляет по-
ловину интеграла по всей действительной пpямой (−∞,∞). Функция

f(z) =
z2

(z2 + 1)2

имеет в полуплоскости Im z > 0 единственную особую точку — полюс
второго порядка z1 = i. Так как f(z) = p(z)/q(z) — отношение двух мно-
гочленов, причём deg q(z) − deg p(z) ≥ 2, то имеет место (11.1) с ε = 1.
Значит, верно (11.2):

∞∫
−∞

f(x) dx = 2πi res [f(z); i].

Остаётся найти вычет f(z) в полюсе второго порядка i :

res [f(z); i] = lim
z→i

[
f(z)(z − i)2

]′
= lim

z→i

[
z2

(z + i)2

]′
= − i

4
.

Поэтому

I1 =
1

2

∞∫
−∞

f(x) dx =
1

2
· 2πi ·

(
− i

4

)
=
π

4
.

Пример 11.2. Вычислим интеграл

I2 =

∞∫
0

x sinx

x2 + 1
dx.

Подынтегральная функция является чётной. Кроме того, sinx = Im eix.
Поэтому

I2 =
1

2

∞∫
−∞

x sinx

x2 + 1
dx =

1

2
Im

∞∫
−∞

xeix

x2 + 1
dx =

1

2
Im I3.

Пусть
f(z) =

z

z2 + 1
, F (z) = f(z) eiz.

Обе эти функции в верхней полуплоскости имеют полюс первого порядка
в точке i. Если |z| = r, то

|f(z)| =
∣∣∣∣ z

z2 + 1

∣∣∣∣ =
1

|z + 1/z|
≤ 1

|z| − 1/|z|
=

1

r − 1/r
.
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Мы использовали свойства модуля, в частности, неравенство |z| − 1/|z| ≤
|z + 1/z|, которое следует из неравенства треугольника. Пусть γ(r) — по-
луокружность |z| = r, Im z ≥ 0. Тогда

L(r) = max
z∈γ(r)

|f(z)| ≤ 1

r − 1/r
→ 0, r →∞.

Итак, сходимость (11.3) имеет место. Можно применить (11.4) c λ = 1 :

I3 =

∞∫
−∞

xeix

x2 + 1
dx = 2πi res

[
zeiz

z2 + 1
; i

]
= 2πi lim

z→i

zeiz

z + i
=
πi

e
.

Поэтому

I2 =
1

2
Im I3 =

π

2e
.

У п p а ж н е н и я

1) Вычислить действительный интеграл, переходя к функции комп-
лексного переменного. Почему применима формула (11.2)?

11.1.

∞∫
−∞

1

x2 − 6x+ 10
dx . 11.2.

∞∫
−∞

1

x2 − 10x+ 34
dx .

11.3.

∞∫
0

x2 + 2

x4 + 5x2 + 4
dx . 11.4.

∞∫
−∞

x2 + 8

(x2 + 2x+ 2)2
dx .

11.5.

∞∫
0

x2 + 1

x4 + 1
dx . 11.6.

∞∫
−∞

x2 + 3x+ 1

x4 + 1
dx .

11.7.

∞∫
0

1

x4 + 1
dx . 11.8.

∞∫
0

1

x6 + 1
dx .

11.9.

∞∫
−∞

1

x2 − 2x+ 5
dx . 11.10.

∞∫
−∞

1

x2 − 8x+ 25
dx .
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2) Вычислить действительный интеграл, переходя к функции комп-
лексного переменного и применяя формулы (11.4) – (11.6). Предваритель-
но обосновать выполнение условия (11.3).

11.11.

∞∫
−∞

x sinx

x2 + 4x+ 20
dx . 11.12.

∞∫
−∞

x cosx

x2 − 2x+ 10
dx .

11.13.

∞∫
−∞

x sinx

x2 − 6x+ 10
dx . 11.14.

∞∫
0

cosx

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx .

11.15.

∞∫
−∞

x sinx

x2 − 10x+ 34
dx . 11.16.

∞∫
0

cosx

(x2 + 9)(x2 + 16)
dx .

11.17.

∞∫
−∞

x sinx

x2 − 2x+ 5
dx . 11.18.

∞∫
0

cosx

x2 + 1
dx .

11.19.

∞∫
−∞

x sinx

x2 + 10x+ 50
dx . 11.20.

∞∫
−∞

x cosx

x2 − 4x+ 8
dx .

3) Дополнительные задачи.
11.21. Пусть f(z) = p(z)/q(z), p, q — многочлены и deg q − deg p ≥ 2.

Доказать, что тогда условие (11.1) выполняется с ε = 1.

11.22. Выделяя особенность z0 = 0 функции f(z) = eiλz/z, принадле-
жащую действительной оси, применяя лемму Жордана и теорему о выче-
тах, получить равенство

∞∫
0

sinλx

x
=
π

2
, λ > 0.
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Глава 2. Избранные теоремы ТФКП

§1. Множества на расширенной
комплексной плоскости

Расширенной комплексной плоскостью C называется множество ком-
плексных чисел C, пополненное идеальным числом z =∞:

C := C ∪ {∞}.

Точка, соответствующая z =∞, называется бесконечно удалённой.
Пусть δ > 0. δ-окрестностью точки z0 ∈ C называется множество

C(δ; z0) := {z ∈ C : |z − z0| < δ}. δ-окрестностью точки ∞ называется
множество C(δ;∞) := {z ∈ C : |z| > δ}.

Пусть E ⊂ C. Через cE обозначим дополнение E до C. Множество E
называется ограниченным, если для некоторого δ > 0 верно E ⊂ C(δ; 0),
т. е. для любого z ∈ E выполняется |z| < δ.

Точка z0 ∈ E называется изолированной точкой E, если при некотором
δ > 0 пересечение E и C(δ; z0) состоит из единственной точки z0. Точка z0

(не обязательно принадлежащая E) называется предельной точкой E, ес-
ли при любом δ > 0 окрестность C(δ; z0) содержит бесконечно много точек
из E. Это условие эквивалентно тому, что при любом δ > 0 окрестность
C(δ; z0) содержит точку из E, отличную от z0. Обозначим через E ′ cово-
купность всех предельных точек E.Множество E называется замкнутым,
если E ′ ⊂ E, т. е. E содержит все свои предельные точки. Замыканием E
называется множество E := E ∪ E ′. Можно показать, что E — замкнутое
множество, причем

(
E
)′

= E ′.
Границей множества E называется множество

Γ := E ∩ cE. (1.1)

Граница E часто обозначается символом ∂E. Дадим более описательное
определение Γ. Из (1.1) следует, что z0 ∈ Γ тогда и только тогда, когда
z0 принадлежит одному из множеств E или cE и одновременно является
предельной точкой другого. Это выполняется тогда и только тогда, когда
при любом δ > 0 окрестность C(δ; z0) содержит как точки E, так и точки
cE. Справедливо следующее полезное утверждение.

Теорема 1.1. Имеет место равенство E = E ∪ Γ.

Доказательство содержится в цепочке включений

E = E ∪ E ′ = E ∪ (E ′ ∩ cE) = E ∪ (E ′ ∩ Γ) = E ∪ Γ.

�
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Точка z0 ∈ E называется внутренней точкой E, если существует δ > 0,
для которого C(δ; z0) ⊂ E, т. e. точка z0 входит в E вместе с некоторой
своей окрестностью. Совокупность внутренних точек E обознаяается че-
рез intE. Ясно, что intE ⊂ E. Множество E называется открытым, если
intE = E. Это эквивалентно тому, что E ⊂ intE, т. е. каждая точка E
является внутренней.

Открытые и замкнутые множества обладают рядом свойств, из кото-
рых мы отметим следующие:

1) если E замкнуто, то cE открыто;
2) если E открыто, то cE замкнуто;
3) пересечение любого множества замкнутых множеств замкнуто;
4) объединение любого множества открытых множеств открыто;
5) объединение конечного числа замкнутых множеств замкнуто;
6) пересечение конечного числа открытых множеств открыто;
7) каждое из множеств C и ∅ одновременно открыто и замкнуто.
Непустое множество E называется связным, если не существует откры-

тых множеств O1, O2 таких, что

E = O1 ∪O2, O1 ∩O2 = ∅, O1, O2 6= ∅.

Для непустого открытого E это определение эквивалентно тому, что лю-
бые две различные точки z1, z2 ∈ E могут быть соединены ломаной, со-
стоящей из конечного числа звеньев и принадлежащей E. Если z1 или z2

есть ∞, то одно звено ломаной предполагается бесконечным.
Областью называется открытое связное множество. Таким образом,

под областью понимается непустое множество E, каждая точка которого
входит в него вместе с некоторой окрестностью и любые две точки ко-
торого могут быть соединены ломаной, принадлежащей E. Замкнутой
областью называется замыкание области.

Связное множество может быть односвязным или многосвязным. Назо-
вём компонентой (связности) E любое его максимальное по включению
связное подмножество. Иначе говоря, K есть компонента E тогда и только
тогда, когда выполняются условия:

1) K ⊂ E, K — связное;
2) если K1 ⊂ E, 1 — связное и K ⊂ K1, то K1 = K.

Можно показать, что произвольное множество единственным образом
представляется в виде объединения своих компонент.

Порядком связности связного множества называется число компонент
его границы. Если число компонент границы Γ равно n, то говорят, что E
является n-связным. Например, граница кольца

G = {z ∈ C : r < |z − z0| < R} (0 ≥ r < R <∞)

состоит из двух компонент (окружностей |z − z0| = r и |z − z0| = R),
поэтому G — двусвязная область.
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Ниже под (n+1)-связной областью E мы будем понимать совокупность
точек, лежащих внутри внешнего контура Γ0 и вне каждого из внутренних
контуров Γ1, . . . , Γn. Предполагается, что Γ1, . . . ,Γn располагаются без
взаимных пересечений внутри Γ0. Множество

Γ := Γ0 ∪ Γ1 ∪ . . . ∪ Γn

называется полной границей E; оно состоит из (n+ 1)-й компоненты. По-
этому E (n+ 1)-связно.

Замкнутое подмножество расширенной комплексной плоскости назы-
вается компактным. Если компактное множество не содержит точку
z = ∞, то оно ограничено. Таким образом, компактные подмножества
C — это множества двух видов:

1) замкнутые и ограниченные подмножества C;
2) содержащие бесконечно удалённую точку и замкнутые.
Для компактных множеств справедливы два важных утверждения, ко-

торые мы сформулируем без доказательства.
Теорема 1.2 (принцип Больцано – Вейерштрасса). Бесконечное

подмножество компактного множества имеет предельную точку, при-
надлежащую этому множеству.

Теорема 1.3 (лемма Гейне – Бореля – Лебега).Множество E яв-
ляется компактным тогда и только тогда, когда из любого бесконечного
открытого покрытия E можно извлечь конечное подпокрытие.

§ 2. Последовательности и ряды
комплексных чисел

Последовательность {zk} ⊂ C называется сходящейся к z0 ∈ C, если
{zk} является ограниченной и z0 является её единственной предельной
точкой. Для таких последовательностей используют запись

lim
k→∞

zk = z0. (2.1)

Число z0 называют пределом {zk}. Расходящейся называется последова-
тельность, для которой конечного предела не существует.

Теорема 2.1. Равенство (2.1) имеет место тогда и только тогда,
когда вне любой окрестности z0 находится не более конечного числа чле-
нов {zk}.

Доказательство. Предположим сначала, что вне любой окрестности z0

находится не более конечного числа zk. Ясно, что тогда {zk} ограничена и
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z0 — её предельная точка. Другой предельной точки w 6= z0 последователь-
ность иметь не может, так как в этом случае вне некоторой окрестности z0

находилось бы бесконечно много членов {zk}. Мы применяем определение
предельной точки из предыдущего параграфа. Итак, выполнено (2.1).

Пусть, наоборот, выполнено (2.1). По исходному определению {zk} ог-
раничена и имеет единственную предельную точку z0. В силу ограничен-
ности существует R > 0 такое, что {zk} ⊂ C(R; z0). Допустим, что при
некотором δ > 0 вне C(δ; z0) находится бесконечное число zk. Тогда коль-
цо δ ≤ |z − z0| ≤ R содержит бесконечное число zk. Это кольцо является
компактным множеством, так как оно замкнуто и ограничено. Применяя
принцип Больцано – Вейерштрасса (см. § 1), получаем, что в данном коль-
це имеется предельная точка w 6= z0 последовательности {zk}. Полученное
противоречие означает, что вне любой окрестности z0 находится не более
конечного числа членов. �

Таким образом, (2.1) эквивалентно следующему "(ε-δ)-определению"
предела. Равенство (2.1) выполняется тогда и только тогда, когда для лю-
бого δ > 0 существует натуральное n(δ) такое, что для любого k > n вы-
полняется |zk−z0| < δ. Последнее эквивалентно соотношению |zk−z0| → 0,
k →∞, записанному с помощью действительного анализа. Итак, (2.1) рав-
носильно

lim
k→∞
|zk − z0| = 0. (2.2)

Со сходящимися последовательностями можно выполнять те же дей-
ствия, что и в действительном случае.

Дадим определение бесконечного предела. Пусть последовательность
{zk} ⊂ C расходится и z = ∞ есть её единственная предельная точка.
Тогда по определению полагаем

lim
k→∞

zk =∞. (2.3)

Аналогично предыдущему доказывается cледующее утверждение.
Теорема 2.2. Равенство (2.3) имеет место тогда и только тогда,

когда вне любой окрестности точки z =∞ находится не более конечного
числа членов {zk}.

Тем самым (2.3) эквивалентно тому, что для любого δ > 0 существу-
ет натуральное n(δ) такое, что для любого k > n выполняется |zk| > δ.
Последнее же означает, что |zk| → ∞, k →∞.

Положим zk = ak + ibk, z0 = a0 + ib0.

Теорема 2.3. Соотношение (2.1) эквивалентно одновременному вы-
полнению равенств

lim
k→∞

ak = a0, lim
k→∞

bk = b0. (2.4)
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Доказательство. По определению модуля комплексного числа

|ak − a0|, |bk − b0| ≤
√

(ak − a0)2 + (bk − b0)2 =

= |zk − z0| ≤ |ak − a0|+ |bk − b0|.
Эти неравенства проверяются возведением в квадрат. Поэтому условие
|zk − z0| → 0 эквивалентно одновременному выполнению соотношений
|ak − a0| → 0 и |bk − b0| → 0 (k →∞). �

Теорема 2.3 гарантирует, что со сходящимися последовательностями
в комплексном случае можно выполнять те же действия, что и в дей-
ствительном случае (например, предел суммы последовательностей равен
сумме пределов и т. д.).

Последовательность {zk} называется фундаментальной, или последо-
вательностью Коши, если для любого δ > 0 существует натуральное N(δ)
такое, что для любого натурального m выполняется |zN+m − zN | < δ. Как
и в действительном анализе, справедлив следующий критерий сходимости
последовательности.

Теорема 2.4 (критерий Коши). Последовательность является схо-
дящейся тогда и только тогда, когда она является фундаментальной.

Доказательство.Фундаментальность {zk} эквивалентна тому, что фун-
даментальной является каждая из последовательностей {ak} и {bk}. Это
следует из соотношений

|aN+m − aN |, |bN+m − bN | ≤
√

(aN+m − aN)2 + (bN+m − bN)2 =

= |zN+m − zN | ≤ |aN+m − aN |+ |bN+m − bN |.
По теореме 2.3 {zk} является сходящейся тогда и только тогда, когда схо-
дятся {ak} и {bk}. Остаётся применить к последовательностям {ak} и {bk}
критерий Коши из действительного анализа. �

Перейдем к рядам с комплексными членами. Пусть αk, s ∈ C. По опре-
делению, равенство

∞∑
k=1

αk = s (2.5)

эквивалентно соотношению sn → s (n → ∞). Здесь sn :=
n∑
k=1

αk есть

n-я частичная суммма ряда (2.5). Поэтому ряд называется сходящимся
или называется расходящимся в зависимости от того, сходится или рас-
ходится последовательность его частичных сумм. В первом случае s на-
зывается суммой ряда. Отметим следующее простое необходимое условие
сходимости.

Теорема 2.5. Если ряд
∞∑
k=1

αk сходится, то αk → 0.
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Доказательство. Так как ряд сходится, то существует конечное s та-
кое, что limn→∞ sn = s. Поэтому αn = sn − sn−1 → 0. �

Критерий Коши для ряда — это критерий Коши для последовательно-
сти {sn} его частичных сумм. Так как

sN+m − sN =
m∑
k=1

αk,

то из теоремы 2.4 немедленно получается следующий результат.

Ряд
∞∑
k=1

αk сходится тогда и только тогда, когда для любого δ > 0

существует N(δ) такое, что для любого m ∈ N верно∣∣∣∣∣
m∑
k=1

αN+k

∣∣∣∣∣ < δ.

Наряду с исходным рядом
∞∑
k=1

αk рассмотрим ряд
∞∑
k=1

|αk|. В силу нера-
венства ∣∣∣∣∣

m∑
k=1

αN+k

∣∣∣∣∣ ≤
m∑
k=1

|αN+k|

из сходимости ряда
∑
|αk| следует сходимость ряда

∑
αk. Обратное невер-

но даже в случае αk ∈ R. Если наряду с исходным рядом сходится и ряд,
состоящий из модулей, то исходный ряд называется абсолютно сходящим-
ся. Если же

∑
αk сходится, а

∑
|αk| расходится, то исходный ряд

∑
αk

называется условно сходящимся.

§ 3. Предел функции. Непрерывность
и равномерная непрерывность

Пусть E и E1 — подмножества C. Рассмотрим однозначную функцию
f(z), определённую на E и принимающую значения в E1. Пусть z0 — пре-
дельная точка E, не обязательно пpинадлежащая E, w0 ∈ E1. Возможно,
одно или каждое из чисел z0, w0 есть ∞. То обстоятельство, что предел
(предельное значение) f(z) в точке z0 есть w0, записывается в виде

lim
z→z0

f(z) = w0 (3.1)

или f(z) → w0 при z → z0. В комплексном анализе даются два экви-
валентных определения предела функции: определение в смысле Гейне и
определение в смысле Коши (или, другими словами, по Гейне, по Коши).
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Число w0 называется пределом f(z) по Гейне, если для любой после-
довательности {zn} ⊂ E, zn → z0, zn 6= z0 выполняется f(z)→ w0.

Число w0 называется пределом f(z) по Коши, если для любого ε > 0
существует δ(ε, z0) > 0 такое, что из условий z ∈ C(δ; z0)∩E, z 6= z0 следует
f(z) ∈ C(ε;w0). Последняя импликация уточняется одним из следующих
вариантов (см. § 1):

z0, w0 6=∞ : |z − z0| < δ =⇒ |f(z)− w0| < ε;

z0 6=∞, w0 =∞ : |z − z0| < δ =⇒ |f(z)| > ε;

z0 =∞, w0 6=∞ : |z − z0| < δ =⇒ |f(z)− w0| < ε;

z0, w0 =∞ : |z| > δ =⇒ |f(z)| > ε

Ограничения zn 6= z0 в определении по Гейне и z 6= z0 в определении
по Коши означают, что в случае z0 ∈ E значение f(z0) не влияет на w0.

В случае существования (3.1) предельное значение f(z) не зависит от
пути, лежащего в E, вдоль которого z приближается к z0. Для любого
такого пути данная величина равна w0.

Теорема 3.1. Определения предела по Гейне и по Коши эквивалентны.
Точнее, пусть w0 есть предел f(z) в точке z0 в смысле Гейне, тогда w0

есть предел f(z) в этой точке в смысле Коши, и наоборот.
Доказательство этого утверждения дано, например, в [1; гл. 2, § 1].
С пределами функций справедливы те же правила действий, что и в

действительном анализе (например, предел суммы равен сумме пределов,
и т. д.).

Рассмотрим ситуацию w0 6=∞.
Теорема 3.2. Равенство (3.1) равносильно одновременному выполне-

нию двух равенств

lim
z→z0

Re f(z) = Rew0, lim
z→z0

Im f(z) = Imw0. (3.2)

Доказательство. Достаточно применить определение предела по Ко-
ши и соотношения

|Re f(z)− Rew0|, |Im f(z)− Imw0| ≤ |f(z)− w0| =

=
√

(Re f(z)− Rew0)2 + (Im f(z)− Imw0)2 ≤

≤ |Re f(z)− Rew0|+ |Im f(z)− Imw0|.

Отметим другой способ доказательства. Соотношение (3.1) эквивалент-
но

lim
z→z0

f(z) = w0 (3.3)
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(достаточно опять применить определение предела по Коши и учесть свой-
ства сопряжения). Так как f(z)+f(z) = 2Re f(z) и f(z)−f(z) = 2iIm f(z),
то равенства (3.2) получаются после сложения (3.1) и (3.3). �

Пусть z0 — предельная точка E, z0 ∈ E, f(z0) 6= ∞. Функция f(z)
называется непрерывной в точке z0, если

lim
z→z0

f(z) = f(z0). (3.2)

Пусть каждая точка множества E является его предельной точкой. Функ-
ция f(z) называется непрерывной на E, если эта функция непрерывна в
каждой точке z ∈ E. Имеются два эквивалентных определения непрерыв-
ности — в смысле Гейне и в смысле Коши.

Далее предполагается E ⊂ C. Функция f(z) называется равномерно
непрерывной на E, если для любого ε > 0 существует δ > 0, зависящее
только от ε, такое, что для любых z1, z2 ∈ E с условием |z1− z2| < δ верно
|f(z1) − f(z2)| < ε. Нетрудно видеть, что из равномерной непрерывности
функции следует её непрерывность на E. Обратное неверно (рассмотрите
пример функции f(z) = 1/z на множестве |z| < 1). Вместе с тем справед-
ливо следующее утверждение.

Теорема 3.3. Непрерывная на компактном множестве E ⊂ C равно-
мерно непрерывна на E.

Доказательство. Пусть f(z) непрерывна на E. Зафиксируем ε > 0.
Покажем, что существует δ0, зависящее только от ε, такое, что для любых
z′, z′′ ∈ E, |z′ − z′′| < δ0 выполняется |f(z′)− f(z′′)| < ε.

Пусть z — произвольная точка E. Так как f непрерывна в точке z,
существует такое δ(ε, z), что для всех z1, z2 ∈ C(δ, z) ∩ E справедливо
|f(z1)− f(z2)| < ε. Достаточно потребовать выполнения неравенств

|f(z1)− f(z)| < ε

2
, |f(z2)− f(z)| < ε

2
. (3.4)

Оценка |f(z1) − f(z2)| < ε следует из (3.4) и неравенства треугольника.
Подберём эти числа δ(ε, z) для всех точек E.

Рассмотрим семейство кругов

U =

{
C

(
δ

2
; z

)
: z ∈ E

}
.

Очевидно, U есть бесконечное открытое покрытие E. Применим лемму
Гейне – Бореля – Лебега (см. § 1, теорема 1.3). Поскольку E является ком-
пактным, то открытое покрытие U содержит конечное подпокрытие U1.
Обозначим через δ0 минимальный радиус круга из U1. Существование и
положительность δ0 вытекают из конечности U1. Число δ0(ε) и обладает
требуемым свойством.
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Действительно, пусть z′, z′′ ∈ E таковы, что |z′ − z′′| < δ0. Рассмот-
рим круг C(δ/2;w), содержащий z′. Тогда обе точки z′ и z′′ принадлежат
C(δ;w):

|z′ − w| < δ

2
< δ;

|z′′ − w| ≤ |z′′ − z′|+ |z′ − w| < δ0 +
δ

2
≤ δ.

Мы учли, что δ0 ≤ δ/2. В соответствии с выбором C(δ;w) имеем нужное
неравенство |f(z′)− f(z′′)| < ε. Теорема доказана. �

§ 4. Функциональные ряды. Признак
Вейерштрасса. Непрерывность суммы ряда

Рассмотрим ряд
∞∑
k=0

αk(z), состоящий из комплекснозначных функций

αk(z), заданных на множестве E ⊂ C. Пусть s(z) задана на том же мно-
жестве. Чтобы придать смысл равенству

∞∑
k=0

αk(z) = s(z), (4.1)

введём в рассмотрение последовательность частичных сумм этого ряда

sn(z) :=
n−1∑
k=0

αk(z).

Будем говорить, что ряд сходится к s(z) в данной точке z ∈ E, если
sn(z) → s(z) при n → ∞. Последнее означает, что для любого ε > 0
существует натуральное N(ε, z) такое, что при n ≥ N верно неравенство
|sn(z)− s(z)| < ε. Это можно записать также как

|sn(z)− s(z)| → 0 (4.2)

при данном z. Ряд сходится к s(z) на множестве E, если этот ряд сходится
к s(z) во всех точках E, т. е. sn(z)→ s(z) при любом z ∈ E.

Более сильным условием является равномерная сходимость ряда.

По определению, ряд
∞∑
k=0

αk(z) сходится к s(z) равномерно на множестве E,

если число N из предыдущего определения не зависит от z ∈ E.
В этом случае, как говорят, sn(z) → s(z) равномерно на E : для любо-
го ε > 0 существует N(ε) такое, что для любого n ≥ N и любого z ∈ E
верно |sn(z)− s(z)| < ε. Последнее эквивалентно

sup
z∈E
|sn(z)− s(z)| → 0 (n→∞). (4.3)
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Разумеется, из равномерной сходимости ряда следует его сходимость в
каждой точке E. Обратное неверно. Например, если |z| < 1, то

∞∑
k=0

zk =
1

1− z
.

Однако на множестве E = {z : |z| < 1} этот ряд равномерно сходящимся
не является. Действительно, при любом z ∈ E в силу свойств модуля верно
неравенство |sn(z)| ≤ n, в то время как supz∈E |1/(1 − z)| = ∞. Поэтому
при любом n

sup
z∈E

∣∣∣∣sn(z)− 1

1− z

∣∣∣∣ =∞,

и (4.3) не имеет места.
Сформулируем критерий Коши равномерной сходимости функциональ-

ного ряда. Ряд
∞∑
k=0

αk(z) сходится равномерно на E тогда и только тогда,

когда для любого ε > 0 существует N(ε) такое, что для любого m ≥ N
и любого z ∈ E ∣∣∣∣∣

m∑
k=1

αN+k(z)

∣∣∣∣∣ < ε.

Теорема 4.1 (признак Вейерштрасса). Пусть при любом k ≥ k0

и любом z ∈ E справедлива оценка |αk(z)| ≤ ak. Если числовой ряд
∞∑
k=0

ak

сходится, то pяд
∞∑
k=1

αk(z) сходится равномерно и абсолютно на E.

Доказательство. Так как ряд
∑
ak сходится, то он удовлетворяет

условию критерия Коши для числовых рядов (см. § 2). Для любого ε > 0
существует N(ε) такое, что для любого m ∈ N верно

m∑
k=1

aN+k < ε. (4.4)

В силу неотрицательности ak и произвольности m можно считать N ≥ k0.
Из условия теоремы и (4.4) получаем∣∣∣∣∣

m∑
k=1

αN+k(z)

∣∣∣∣∣ ≤
m∑
k=1

|αN+k(z)| ≤
m∑
k=1

aN+k < ε.

По критерию Коши равномерной сходимости ряд
∑
αk(z) сходится равно-

мерно и абсолютно на E. �

Признак Вейерштрасса можно применять и к множеству E, состояще-
му из одной точки. В этом случае он обеспечивает абсолютную сходимость
ряда в данной точке.
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Теорема 4.2. Пусть функции αk(z) непрерывны на E и равномерно
на E выполняется (4.1). Тогда s(z) непрерывна на E.

Доказательство. Зафиксируем z0 ∈ E. Требуется показать, что для
ε > 0 существует δ(ε, z0) > 0 такое, что |s(z)− s(z0)| < ε, как только z ∈ E
и |z−z0| < δ. В силу равномерной сходимости ряда для данного ε найдётся
N(ε), при котором для всех z ∈ E

|s(z)− sN(z)| < ε

3
. (4.5)

Для выбранного N функция sN(z) непрерывна в z0. Поэтому для того
же ε существует δ, зависящее от ε,N(ε) и z0, т. e. от ε и z0, что если z ∈
C(δ; z0) ∩ E, то

|sN(z)− sN(z0)| < ε

3
. (4.6)

Наконец, взяв в (4.5) z = z0, получим

|s(z0)− sN(z0)| < ε

3
. (4.7)

Из (4.5), (4.6) и (4.7) для z ∈ C(δ; z0) ∩ E имеем

|s(z)− s(z0)| ≤ |s(z)− sN(z)|+ |sN(z)− sN(z0)|+ |sN(z0)− s(z0)| ≤

≤ ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Теорема доказана. �

§ 5. Степенные ряды. Первая теорема Абеля.
Круг и радиус сходимости степенного ряда

Степенным рядом с центром в z0 называется ряд
∞∑
k=0

ak(ξ − z0)k, где

z0, ak ∈ C — фиксированные числа, ξ — комплексное переменное. С помо-
щью замены z = ξ − z0 этот ряд сводится к ряду с центром в нуле

∞∑
k=0

akz
k, (5.1)

который мы и рассмотрим. В этом пункте мы изучим вопрос о множестве
и характере сходимости ряда (5.1).

Множество точек сходимости ряда (5.1) не пусто. При любых ak этот
ряд сходится в точке z = 0, его сумма равна a0.
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Существуют степенные ряды, множество точек сходимости которых

состоит из одной точки z = 0. Пример: 1 +
∞∑
k=1

kkzk. В любой точке z 6= 0

не выполнено необходимое условие сходимости ряда, так как |kz|k 6→ 0.
Существуют степенные ряды, множество точек сходимости которых

есть вся комплексная плоскость C. Пример: 1 +
∞∑
k=1

zk/kk. Для любого

z 6= 0, начиная с некоторого k, выполняется |z/k| ≤ 1/2, а ряд
∞∑
k=0

1/2k

сходится. Остаётся применить признак Вейерштрасса (см. теорему 4.1)
для множества E = {z}.

Наконец, существуют степенные ряды (5.1), для которых множества
сходимости и расходимости состоят из бесконечного числа точек. Пример:
∞∑
k=1

zk. Этот ряд сходится в любой точке c условием |z| < 1. Достаточно

применить признак Вейерштрасса к множеству E = {z}, сравнивая дан-

ный ряд со сходящимся рядом
∞∑
k=0

qk, где q := |z|. Если же |z| ≥ 1, то

в точке z не выполняется необходимое условие сходимости ряда. Таким
образом, множество точек сходимости ряда есть (открытый) единичный
круг {z ∈ C : |z| < 1}.

Теорема 5.1 (первая теорема Абеля). Если ряд (5.1) сходится в
точке z0 6= 0, то этот ряд сходится, и притом абсолютно, в любой
точке z с условием |z| < |z0|. Если ряд (5.1) расходится в точке z0, то
этот ряд расходится в любой точке z такой, что |z| > |z0|.

Доказательство. Пусть ряд (5.1) сходится в точке z0 6= 0. Тогда
akz

k
0 → 0 (необходимое условие сходимости ряда). Поэтому существует

b > 0 такое, что |akzk0 | < b, k = 0, 1, 2, . . . Зафиксируем z c условием
|z| < |z0|. Так как z0 6= 0, то из предыдущего имеем:

|akzk| =
∣∣∣∣akzk0 · zkzk0

∣∣∣∣ < bqk, q :=
|z|
|z0|

.

Поскольку q < 1, ряд
∑

k bq
k сходится. Результат первой части теоремы

следует теперь из признака Вейерштасса.
Вторая часть теоремы, приведённая нами для полноты, непосредствен-

но следует из первой. �
C помощью первой теоремы Абеля получается следующий результат.
Теорема 5.2. Пусть ряд (5.1) сходится для одних z 6= 0 и расходится

для других. Тогда существует конечное R > 0 такое, что если |z| < R,
то в точке z ряд сходится, а если |z| > R, то расходится.

Доказательство.Из предыдущей теоремы следует, что на положитель-
ной части действительной оси имеется отрезок I1 = [u1, v1] такой, что u1
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есть точка сходимости, а v1 есть точка расходимости ряда. Разделим I1

пополам и в качестве I2 = [u2, v2] возьмём ту его половину, для которой u2

— точка сходимости, а v2 — точка расходимости. Действуя аналогичным
образом и далее, построим бесконечную последовательность вложенных
отрезков In = [un, vn], для которых левый конец un есть точка сходимости
ряда (5.1), а правый конeц v2 — точка расходимости. Пересечение всех от-
резков In состоит из одной точки. Обозначим эту точку через R. Ясно, что
0 < R < ∞. Если z ∈ C таково, что |z| < R, то при некотором n будет
|z| < un. По теореме 5.1 получаем, что в точке z ряд сходится. Если же
|z| > R, то при некотором n верно |z| > vn, следовательно, в точке z ряд
расходится. �

Определим теперь радиус сходимости R степенного ряда (5.1) следу-
ющим образом. Если ряд сходится в единственной точке z = 0, положим
R = 0. Если ряд сходится на всей C, положим R = ∞. В остальных си-
туациях, т. е. когда ряд сходится для одних z 6= 0 и расходится для дру-
гих, в качестве R возьмём число из заключения теоремы 5.2. Множество
{z ∈ C : |z| < R} называется кругом сходимости ряда.

Способы и примеры вычисления радиуса сходимости были приведены
в § 8 главы 1. Здесь мы лишь сформулируем следующее утверждение.

Теорема 5.3 (формула Коши – Адамара.) Радиус сходимости
степенного ряда (5.1) удовлетворяет равенству R = 1/l, где

l := lim
k→∞
|ak|1/k.

Предполагается, что eсли l = 0, то R =∞, и если l =∞, то R = 0.
Возьмём для ряда (5.1) любое r с условием 0 < r < R. В точке z = r

ряд сходится абсолютно, поэтому числовой ряд с неотрицательными чле-

нами
∞∑
k=0

|ak|rk является сходящимся. На множестве {z : |z| < r} этот ряд

почленно мажорирует ряд (5.1). Следовательно, по признаку Вейерштрас-
са ряд (5.1) равномерно сходится на множестве |z| < r (т. е. на любом кон-
центрическом круге, меньшем чем круг сходимости этого ряда). Наконец,
заметим, что члены степенного ряда являются непрерывными функция-
ми. Каждая точка z из круга сходимости содержится в некотором круге
|z| < r меньшего радиуса r < R. Применим теорему 4.2 о непрерывно-
сти равномерно сходящегося ряда, состоящего из непрерывных функций.
Мы получим следующий результат: сумма степенного ряда непрерывна в
его круге сходимости. Это утверждение может быть существенно усилено.
В § 7 мы покажем, что сумма степенного ряда в его круге сходимости яв-
ляется не только непрерывной, но и дифференцируемой (аналитической)
функцией.
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§ 6. Условия Коши – Римана

Пусть z0 ∈ C является внутренней точкой области определения E
функции w = f(z). Для z = x+ iy положим f(z) = u(x, y) + iv(x, y). Через
∆w = ∆u + i∆v обозначим приращение f(z), соответствующее прираще-
нию аргумента ∆z = ∆x+ i∆y. Здесь ∆u = u(x0 + ∆x, y0 + ∆y)−u(x0, y0),
∆v = v(x0 +∆x, y0 +∆y)−v(x0, y0). В дальнейшем считаем z0, z0 +∆z ∈ E.

Функция w = f(z) называется дифференцируемой в точке z0, если при
любом способе стремления ∆z → 0 существует конечный предел отноше-
ния ∆w

∆z
. В этом случае полагают

f ′(z0) := lim
∆z→0

∆w

∆z
. (6.1)

Пусть E ⊂ C — область, т. e. открытое связное множество (см. § 1).
Функция f(z), дифференцируемая во всех точках E, называется анали-
тической, или голоморфной в E.

Теорема 6.1. Пусть функция w = f(z) дифференцируема в точке
z0 = x0 + iy0. Тогда в точке (x0, y0) существуют частные производные
функций u(x, y) и v(x, y) и выполняются условия Коши – Римана

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
. (6.2)

Доказательство. Условия (6.2) мы выведем из того, что в случае су-
ществования предела (6.1) его значение является одним и тем же для всех
путей, вдоль которых ∆z → 0. Мы используем совпадение предельных
значений вдоль различных путей лишь для двух вариантов стремления
∆z к нулю, а именно вдоль действительной и мнимой осей. В выкладках
мы учтём, что наличие предела комплексной величины эквивалентно на-
личию пределов её действительной и мнимой частей. Кроме того, исполь-
зуем правила действий с пределами и определения частных производных
u и v.

Если ∆z → 0 вдоль действительной оси, имеем ∆z = ∆x. Поэтому

f ′(z0) = lim
∆z→0

∆w

∆z
= lim

∆x→0

∆u+ i∆v

∆x
= lim

∆x→0

(
∆u

∆x
+ i

∆v

∆x

)
=

= lim
∆x→0

(
∆u

∆x
+ i lim

∆x→0

∆v

∆x

)
=
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
.

Если же ∆z → 0 вдоль мнимой оси, то ∆z = i∆y. Поэтому

f ′(z0) = lim
∆z→0

∆w

∆z
= lim

∆y→0

∆u+ i∆v

i∆y
= lim

∆y→0

(
∆u

i∆y
+

∆v

∆y

)
=
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= −i lim
∆y→0

(
∆u

∆y
+ lim

∆y→0

∆v

∆y

)
= −i∂u

∂y
+
∂v

∂y
.

Равенства (6.2) получаются в результате сравнения действительных и
мнимых частей полученных выражений для f ′(z0). �

Теорема 6.2. Выполнение условий Коши – Римана в точке (x0, y0) при
дополнительном условии дифференцируемости функций u(x, y) и v(x, y) в
этой точке является достаточным для дифференцируемости w = f(z)
в точке z0 = x0 + iy0.

Доказательство. Дифференцируемость u(x, y) и v(x, y) в точке (x0, y0)
по определению означает возможность представления приращений этих
функций в данной точке в виде

∆u =
∂u

∂x
∆x+

∂u

∂y
∆y + η1, ∆v =

∂v

∂x
∆x+

∂v

∂y
∆y + η2. (6.3)

Здесь действительные величины η1 и η2 зависят от x0, y0,∆x,∆y и являют-
ся бесконечно малыми по сравнению с |∆z| :=

√
(∆x)2 + (∆y)2. Последнее

соответствует записи

lim
|∆z|→0

η1

|∆z|
= 0, lim

|∆z|→0

η2

|∆z|
= 0. (6.4)

Для комплексного a условие a→ 0 равносильно |a| → 0. Поэтому условия
(6.4) эквивалентны комплексному соотношению

lim
∆z→0

η1 + iη2

∆z
= 0. (6.5)

Введём следующие обозначения:

∂

∂z
:=

1

2

(
∂

∂x
− i ∂

∂y

)
,

∂

∂z
:=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
,

∆z = ∆x− i∆y.
С их помощью действительные соотношения (6.3) можно записать в экви-
валентном комплексном виде

∆w =
∂w

∂z
∆z +

∂w

∂z
∆z + η1 + iη2.

Действительные соотношения (6.2) эквивалентны

∂w

∂z
= 0.

(Выполните необходимые преобразования в качестве упражнений.) Сле-
довательно, в условиях теоремы справедливо равенство

∆w

∆z
=
∂w

∂z
+
η1 + iη2

∆z
.
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Перейдём в нём к пределу при ∆z → 0 и применим (6.5). С учетом (6.1)
мы получим равенство

f ′(z0) =
∂w

∂z
=

1

2

(
∂(u+ iv)

∂x
− i∂(u+ iv)

∂y

)
. (6.6)

Теорема доказана. �

Заметим, что в силу справедливости условий Коши – Римана правая
часть (6.6) может быть записана одним из четырёх эквивалентных спосо-
бов:

f ′(z0) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
=
∂u

∂x
− i∂u

∂y
=

=
∂v

∂y
− i∂u

∂y
=
∂v

∂y
+ i

∂v

∂x
.

Все частные производные берутся в точке (x0, y0).
Условия (6.3) трудно проверить непосредственно. Сформулируем более

простое для проверки достаточное условие дифференцируемости функций
u(x, y) и v(x, y).

Теорема 6.3. Пусть частные производные функций u(x, y) и v(x, y)
существуют в некоторой окрестности точки (x0, y0) и непрерывны в
этой точке. Тогда u(x, y) и v(x, y) дифференцируемы в (x0, y0).

§ 7. Аналитичность суммы степенного ряда

В § 5 было показано, что в своём круге сходимости сумма ряда

∞∑
k=0

akz
k (7.1)

является непрерывной функцией. Этот результат может быть существенно
усилен.

Теорема 7.1. В своём круге сходимости |z| < R сумма степенного
ряда (7.1) является аналитической функцией. При этом

s′(z) = s0(z) :=
∞∑
k=1

kakz
k−1. (7.2)

Равенство (7.2) означает, что производная суммы ряда равна сумме
ряда, полученного почленным дифференцированием исходного.
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Доказательство. Прежде всего заметим, что если R > 0 — радиус
сходимости ряда (7.1), то радиус сходимости ряда, стоящего в правой части
(7.2), также равен R. Действительно,

lim
k→∞

(k|ak|)1/(k−1) = lim
k→∞

k1/(k−1)
(
|ak|1/k

)k/(k−1)
= lim

k→∞
|ak|1/k.

Поэтому отмеченный факт следует из формулы Коши – Адамара для
радиуса степенного ряда (см. теорему 5.3). Таким образом, определение
функции s0(z) в области |z| < R, данное в условии теоремы, является
корректным.

Пусть |z| < R. Докажем, что s′(z) = s0(z).
Выберем положительное r < R, чтобы выполнялось |z| < r. Если

величина |∆z| достаточно мала, то верно и неравенство |z + ∆z| < r.
По свойствам степенных рядов (см. § 5) ряд из (7.2) сходится абсолют-
но для z = r. Поэтому для любого ε > 0 существует натуральное N(ε)
такое, что при n ≥ N выполняется неравенство

∞∑
k=n+1

k|ak|rk−1 <
ε

3
. (7.3)

Зафиксируем ε и возьмём n ≥ N(ε). В дальнейших преобразованиях мы
применяем тождество

ak − bk = (a− b)(ak−1 + ak−2b+ . . .+ abk−2 + bk−1),

из которого с помощью замены a = z + ∆z, b = z получается

(z + ∆z)k − zk

∆z
= (z + ∆z)k−1 + (z + ∆z)k−2 · z + . . .+ zk−1.

Запишем следующие соотношения.∣∣∣∣s(z + ∆z)− s(z)

∆z
− s0(z)

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

ak(z + ∆z)k −
∞∑
k=0

akz
k

∆z
−
∞∑
k=1

kakz
k−1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

≤

∣∣∣∣∣∣∣∣
n∑
k=1

ak(z + ∆z)k −
n∑
k=1

akz
k

∆z
−

n∑
k=1

kakz
k−1

∣∣∣∣∣∣∣∣+
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+

∣∣∣∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

ak(z + ∆z)k −
∞∑

k=n+1

akz
k

∆z

∣∣∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

kakz
k−1

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

ak
[
(z + ∆z)k−1 + (z + ∆z)k−2 · z + . . .+ zk−1 − kzk−1

]∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

ak
[
(z + ∆z)k−1 + (z + ∆z)k−2 · z + . . .+ zk−1

]∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

kakz
k−1

∣∣∣∣∣ = |Σ1|+ |Σ2|+ |Σ3|.

Если величина |∆z| достаточно мала, то |Σ1| < ε/3. Далее, в силу нера-
венств |z| < r, |z + ∆z| < r имеем

|Σ2| =

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

ak
[
(z + ∆z)k−1 + (z + ∆z)k−2 · z + . . .+ zk−1

]∣∣∣∣∣ ≤
≤

∞∑
k=n+1

k|ak|rk−1 <
ε

3
,

|Σ3| =

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

kakz
k−1

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

k=n+1

k|ak|rk−1 <
ε

3
.

Итак, при достаточно малом |∆z| справедливы оценки∣∣∣∣s(z + ∆z)− s(z)

∆z
− s0(z)

∣∣∣∣ ≤ |Σ1|+ |Σ2|+ |Σ3| <

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

В силу произвольности ε это означает, что s′(z) = s0(z).
Теорема доказана. �

С помощью замены переменных из теоремы 7.1 получается, что в своём

круге сходимости |z − z0| < R сумма f(z) степенного ряда
∞∑
k=0

ak(z − z0)k

является аналитической функцией, причём

f ′(z) =
∞∑
k=1

kak(z − z0)k−1.
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§ 8. Теорема Коши. Доказательство Гурса

В этом параграфе приводится важнейший результат теории аналити-
ческих функций — теорема Коши. Эта теорема была доказана O. Коши в
1825 г. при дополнительном предположении о непрерывности f ′(z). Первое
доказательство теоремы Коши в общей формулировке было дано француз-
ским математиком Эдуаром Гурса (E. Goursat, 1884). Это доказательство
и излагается ниже.

По поводу определения и свойств интеграла от функции комплексно-
го переменного см. § 6 главы 1. Некоторые свойства интеграла отмеча-
ются по ходу изложения. Под контуром понимается замкнутая кусочно-
гладкая кривая Жордана. Через γE обозначается контур, ограничиваю-
щий область E.

Теорема 8.1 (теорема Коши). Пусть f(z) — однозначная аналити-
ческая функция, заданная в односвязной области E, Γ — контур, лежа-
щий в E. Тогда ∫

Γ

f(z) dz = 0. (8.1)

Доказательство Гурса теоремы Коши состоит из следующих этапов.
1) Интеграл

∫
Γ

f(z) dz может быть с любой точностью приближен с

помощью интегралов вида
∫
γP

f(z) dz, где γP — контур многоугольника P ,

целиком лежащий в E. Это означает, что для любого ε > 0 существует
принадлежащий E многоугольник P , для которого∣∣∣∣∣∣

∫
Γ

f(z) dz −
∫
γP

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣ < ε. (8.2)

2) Теорема Коши верна для случая, когда Γ — контур треугольника.
3) Теорема Коши верна для случая, когда Γ — контур многоугольника.
4) Из предыдущего следует, что теорема Коши верна в общем случае.
Начнём с первого этапа. Будем говорить, что ломаная l вписана в кри-

вую γ, если концы l совпадают с концами γ и вершины l принадлежат γ.
Для непрерывных (не обязательно аналитических) функций справедливо
следующее утверждение.

Лемма Гурса. Пусть f(z) непрерывна в области D и γ — кусочно-
гладкая кривая Жордана, лежащая в D. Тогда существует ломаная l,
вписанная в γ, и такая, что∣∣∣∣∣∣

∫
γ

f(z) dz −
∫
l

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣ < ε. (8.3)
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Доказательство леммы. Зафиксируем ε > 0. Через L обозначим длину
γ. Пусть D1 — замкнутая подобласть D, целиком содержащая γ. Непре-
рывная на компактном множестве функция равномерно непрерывна на
этом множестве (см. теорему 3.3). Поэтому f(z) равномерно непрерывна
на D1. Следовательно, существует δ(ε) > 0 такое, что если |z′− z′′| < δ, то
|f(z′)− f(z′′)| < ε/(2L).

Разобьём кривую γ точками z0, z1, . . . , zn+1 на дуги γ0, . . . , γn длины
< δ. Точки z0, zn+1 являются концами γ. Обозначим через l ломаную
z0z1 . . . zn+1 со звеньями l0, . . . , ln. Если γ — замкнутая линия (z0 = zn+1),
то и ломаная l получается замкнутой. Длина каждого звена ломаной так-
же < δ. Уменьшая δ, можно добиться того, что l ⊂ D1; будем считать это
условие выполненным. Заметим, что независимо от пути интегрирования

zk+1∫
zk

dz = ∆zk := zk+1 − zk, k = 0, . . . , n

(достаточно использовать определение интеграла). Поэтому∫
γk

dz =

∫
lk

dz = ∆zk.

Пусть S =
n∑
k=0

f(zk)∆zk, тогда одновременно

S =
n∑
k=0

∫
γk

f(zk) dz =
n∑
k=0

∫
lk

f(zk) dz.

Для z ∈ γk выполняется |z − zk| < δ, поэтому |f(z) − f(zk)| < ε/(2L).
Применяя свойства интеграла, запишем оценки∣∣∣∣∣∣

∫
γ

f(z) dz − S

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
n∑
k=0

∫
γk

f(z) dz −
n∑
k=0

∫
γk

f(zk) dz

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
n∑
k=0

∫
γk

[f(z)− f(zk)] dz

∣∣∣∣∣∣ ≤
n∑
k=0

∣∣∣∣∣∣
∫
γk

[f(z)− f(zk)] dz

∣∣∣∣∣∣ <
<

n∑
k=0

∫
γk

|f(z)− f(zk)| ds <
ε

2L
(d(γ0) + . . .+ d(γn)) =

=
ε

2L
· L =

ε

2
.
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Здесь d(γk) — длина γk.
Для z ∈ lk также верно |f(z) − f(zk)| < ε/(2L). Поэтому аналогично

предыдущему∣∣∣∣∣∣
∫
l

f(z) dz − S

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
n∑
k=0

∫
lk

f(z) dz −
n∑
k=0

∫
lk

f(zk) dz

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
n∑
k=0

∫
lk

[f(z)− f(zk)] dz

∣∣∣∣∣∣ ≤
n∑
k=0

∣∣∣∣∣∣
∫
lk

[f(z)− f(zk)] dz

∣∣∣∣∣∣ <
<

n∑
k=0

∫
lk

|f(z)− f(zk)| ds <
ε

2L
(d(l0) + . . .+ d(ln)) ≤

≤ ε

2L
· L =

ε

2
.

Из полученных оценок следует нужное неравенство (8.3):∣∣∣∣∣∣
∫
γ

f(z) dz −
∫
l

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∣∣
∫
γ

f(z) dz − S

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
∫
l

f(z) dz − S

∣∣∣∣∣∣ < ε

2
+
ε

2
= ε.

Лемма доказана. �

Вернёмся к доказательству теоремы Коши. Если f(z) — аналитическая
в области E функция, то она непрерывна в E. Поэтому к ней применима
лемма Гурса. В рассуждениях этой леммы в качестве ломаной, аппрокси-
мирующей Γ, выбирается закнутая ломаная, т. e. контур многоугольника.
Таким образом, для любого ε > 0 найдётся принадлежащий E многоуголь-
ник P , для которого выполняется (8.2).

Перейдём ко второму этапу доказательства. Пусть Γ есть контур γT
треугольника T, принадлежащий E. Покажем, что∫

γT

f(z) dz = 0. (8.4)

Прежде всего заметим, что (8.4) выполняется для функций f(z) = 1 и
f(z) = z. Как уже отмечалось в доказательстве леммы Гурса, независимо
от пути, соединяющего z0 и z1,

z1∫
z0

dz = z1 − z0.

80



Это следует из того, что для f(z) = 1 любая интегральная сумма равна
z1 − z0. Для замкнутого пути z1 = z0, поэтому интеграл равен нулю.

Далее, функция f(z) = z является непрерывной на C. Следовательно,
эта функция интегрируема по любой конечной кусочно-гладкой кривой
Жордана. В случае существования интеграла∫

C

f(z) dz := lim
max |∆ξk|→0

n∑
k=0

f(ωk)(ξk+1 − ξk).

предел интегральных сумм не зависит от выбора точек ωk, принадлежа-
щих участку кривой C между ξk и ξk+1. Возьмём f(z) = z и в качестве C
— любой путь, соединяющий z0 и z1. Имеем:

z1∫
z0

z dz = lim
max |∆ξk|→0

n∑
k=0

ξk(ξk+1 − ξk) =

= lim
max |∆ξk|→0

n∑
k=0

ξk+1(ξk+1 − ξk) =

=
1

2
lim

max |∆ξk|→0

n∑
k=0

(ξk + ξk+1)(ξk+1 − ξk) =

=
1

2
lim

max |∆ξk|→0

n∑
k=0

(ξ2
k+1 − ξ2

k) =
1

2

(
z2

1 − z2
0

)
.

Для z1 = z0 результат равен нулю.
Пусть теперь f(z) произвольная аналитическая в E функция. Обозна-

чим

M :=

∣∣∣∣∣∣
∫
γT

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣ .
Разделим треугольник T средними линиями на четыре треугольника T (k),
k = 1, 2, 3, 4. Заметим, что

M =

∣∣∣∣∣∣
∫
γT

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
4∑

k=1

∫
γ
T (k)

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
4∑

k=1

∣∣∣∣∣∣∣
∫

γ
T (k)

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣∣ . (8.5)

Обозначим через T1 тот треугольник T (k), для которого∣∣∣∣∣
∫
γ
T (k)

f(z) dz

∣∣∣∣∣ ≥ M

4
.
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Такой треугольник T (k) существует в силу (8.5). Действуя описанным об-
разом, построим последовательность треугольников {Tk}, k = 1, 2, . . ., со
свойствами:

1◦ Tk+1 ⊂ Tk ;
2◦ периметр Tk равен d/2k, где d — периметр T ;
3◦ ∣∣∣∣∣∣∣

∫
γTk

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣∣ ≥
M

4k
.

Пересечение всех Tk состоит из единственной точки z0 ∈ T :
∞⋂
k=1

Tk = {z0}.

Так как f(z) дифференцируема в точке z0, то для любого ε > 0 существует
δ(ε) > 0 такое, что при |z − z0| < δ выполняется∣∣∣∣f(z)− f(z0)

z − z0

− f ′(z0)

∣∣∣∣ < ε. (8.6)

Начиная с некоторого k, все Tk лежат внутри круга |z − z0| < δ. Поэтому
из (8.6) следует∣∣∣∣∣∣∣

∫
γTk

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
∫
γTk

[f(z)− f(z0)− (z − z0)f ′(z0)] dz

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤
∫
γTk

|f(z)− f(z0)− (z − z0)f ′(z0)| ds <
∫
γTk

ε|z − z0| ds <
εd2

4k
.

Мы применили ранее доказанные равенства∫
γTk

dz =

∫
γTk

z dz = 0,

а также оценку |z − z0| < d/2k. (В последнем соотношении расстояние от
точки, принадлежащей контуру треугольника, до внутренней точки тре-
угольника оценивается через его периметр.)

Итак, мы получили

M

4k
≤

∣∣∣∣∣∣∣
∫
γTk

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣∣ <
εd2

4k
.
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Отсюда M < εd2. В силу произвольности ε > 0 получаем, что M = 0. Это
завершает второй этап доказательства.

Третий этап рассуждений связан со случаем, когда Γ есть контур γP
многоугольника P. Разобьем P на треугольники Dj c помощью непересе-
кающихся диагоналей. Нетрудно видеть, что∫

γP

f(z) dz =
∑
j

∫
γDj

f(z) dz

(сделайте поясняющий чертеж). Каждое слагаемое в правой части равно
нулю, поэтому ∫

γP

f(z) dz = 0. (8.7)

Наконец, на четвёртом этапе мы обратимся к самому общему случаю,
когда контур Γ является произвольным. Для любого ε > 0 найдётся мно-
гоугольник P , принадлежащий E, для которого справедлива оценка∣∣∣∣∣∣

∫
Γ

f(z) dz −
∫
γP

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣ < ε.

Но, как мы показали на предыдущем этапе, справедливо (8.7). Поэтому∣∣∣∣∣∣
∫
Γ

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣ < ε.

Так как ε > 0 здесь может быть произвольным, то получаем∫
Γ

f(z) dz = 0.

Теорема полностью доказана. �

Из теоремы Коши выводятся все основные утверждения об аналити-
ческих функциях. Это не случайно. Как доказал итальянский математик
Джиачинто Морера (G. Morera, 1886), свойство аналитической функции,
выраженное теоремой Коши, является характерисическим. Именно, если
функция f(z) непрерывна в односвязной области E и интеграл от неё по
любому контуру, лежащему в E, равен нулю, то f(z) является анали-
тической в E (теорема Мореры).

Приведём без доказательства некоторое усиление теоремы 8.1.
Теорема 8.2. Равенство (8.1) остаётся в силе, когда Γ — контур,

ограничивающий конечную односвязную область E, f(z) аналитична в E
и непрерывна в E.
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Справедливо также следующее обобщение теоремы Коши на много-
связные области.

Теорема 8.3. Пусть f(z) является аналитической в (n + 1)-связной
области E, ограниченной внешним контуром Γ0 и внутренними конту-
рами Γ1, . . . ,Γn. Предположим также, что f(z) непрерывна в E. Тогда
имеет место равенство (8.1), в котором под Γ понимается полная гра-
ница E.

§ 9. Интегральная формула Коши.
Бесконечная дифференцируемость

аналитической функции

Приведём одно из главных следствий теоремы Коши.
Теорема 9.1 (интегральная формула Коши). Пусть f(z) — ана-

литическая функция, заданная в односвязной области E, Γ — контур,
лежащий в E и содержащий внутри точку z0. Тогда

f(z0) =
1

2πi

∫
Γ

f(z)

z − z0

dz. (9.1)

Доказательство. Функция g(z) := f(z)/(z − z0) является дифферен-
цируемой всюду в E кроме, возможно, точки z0. Зададим, помимо Γ, ещё
контур γ, лежащий внутри Γ и содержащий внутри себя z0. Обозначим че-
рез G двусвязную область, ограничченную этими двумя контурами. Функ-
ция g(z) аналитична в G и непрерывна в G. Заметим, что положительное
направление обхода полной границы ∂G области G сводится к положи-
тельному направлению обхода контура Γ и отрицательному направлению
обхода контура γ.

По теореме Коши для многосвязной области (см. теорему 8.3)

0 =

∫
∂G

g(z) dz =

∫
Γ

g(z) dz +

∫
γ−

g(z) dz,

откуда ∫
Γ

g(z) dz =

∫
γ

g(z) dz. (9.2)

Таким образом, правый интеграл не зависит от выбора контура γ с указан-
ными свойствами. Для его вычисления возьмём в качестве γ окружность
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{z : |z − z0| = %} при достаточно малом % > 0. Под знаком интеграла
сделаем замену z = %eiϕ, 0 ≤ % ≤ 2π. Имеем:∫

γ

g(z) dz =

∫
γ

f(z)

z − z0

dz =

=

2π∫
0

f(z)i%eiϕ

%eiϕ
dϕ = i

2π∫
0

f(z) dϕ. (9.3)

Рассмотрим равенство

2π∫
0

f(z) dϕ =

2π∫
0

[f(z)− f(z0)] dϕ+

2π∫
0

f(z0) dϕ. (9.4)

Если % → 0, то f(z) → f(z0) (функция f аналитична, а значит, и непре-
рывна в E). Cледовательно,

lim
%→0

2π∫
0

[f(z)− f(z0)] dϕ = 0.

Поэтому, переходя в (9.4) к пределу при %→ 0, получим

2π∫
0

f(z) dϕ =

2π∫
0

f(z0) dϕ = 2πf(z0).

Учитывая это равенство, а также (9.2) и (9.3), запишем∫
Γ

f(z)

z − z0

dz = 2πif(z0),

что эквивалентно (9.1). Теорема доказана. �

Приведём без доказательства некоторое усиление интегральной фор-
мулы Коши.

Теорема 9.2. Равенство (9.1) остаётся в силе, когда Γ — контур,
ограничивающий конечную односвязную область E, z0 ∈ E, f(z) анали-
тична в E и непрерывна в E.

Справедливо также следующее обобщение теоремы Коши на много-
связные области.

Теорема 9.3. Пусть f(z) является аналитической в (n + 1)-связной
области E, ограниченной внешним контуром Γ0 и внутренними конту-
рами Γ1, . . . ,Γn. Предположим также, что f(z) непрерывна в E. Пусть
z0 ∈ E и Γ — полная граница E. Тогда имеет место равенство (9.1).
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C помощью отмеченных утверждений удаётся показать, что аналити-
ческая функция комплексного переменного имеет производную любого по-
рядка. В этом смысле в комплексном анализе из однократной дифферен-
цируемости функции следует её бесконечная дифференцируемость. В дей-
ствительном анализе это свойство места не имеет. (Рассмотрите функцию
g(t) = sign t · t2, −1 < t < 1.)

Перепишем равенство (9.1) в виде

f(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(ξ)

ξ − z
dξ. (9.5)

Обозначим правую часть этого равенства через F (z):

F (z) :=
1

2πi

∫
Γ

f(ξ)

ξ − z
dξ. (9.6)

Величина F (z) определена и при менее ограничительных требованиях
на Γ и f(z). Именно, предположим в этом месте, что Γ — произвольная
(не обязательно замкнутая) кусочно-гладкая кривая Жордана и f(ξ) —
заданная на Γ непрерывная функция. В любой точке z ∈ C, не лежащей
на Γ, выражение f(ξ)/(ξ − z), как функция ξ ∈ Γ, непрерывно, и следо-
вательно, интеграл в правой части (9.6) существует. При этом F (z) явля-
ется однозначной функцией переменного z. Выражение (9.6) называется
интегралом типа Коши. Интеграл типа Коши обладает следующим заме-
чательным свойством. В любой точке z ∈ C, не лежащей на Γ, интеграл
типа Коши F (z) является дифференцируемой функцией, причём

F ′(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(ξ)

(ξ − z)2
dξ.

Более того, F (z) имеет производную любого порядка и

F (n)(z) =
n!

2πi

∫
Γ

f(ξ)

(ξ − z)n
dξ, n = 1, 2, . . . (9.7)

Доказательство см., например, в [1; гл. 4, § 2].
Возвратимся к ситуации, когда f есть аналитическая функция, Γ —

контур, лежащий в её области аналитичности, и точка z лежит внутри Γ.
Тогда справедлива интегральная формула Коши (9.5). Кроме того, правая
часть F (z) этого равенства имеет производную любого порядка и верно
равенство (9.7). Соединяя эти два результата, мы приходим к следующему
утверждению.
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Теорема 9.4. Аналитическая в области E функция f имеет в любой
точке z ∈ E производную любого порядка. Справедливы равенства

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
Γ

f(ξ)

(ξ − z)n
dξ, n = 1, 2, . . . ,

где Γ ⊂ E — любой контур, содержащий точку z внутри себя.

§ 10. Теорема Тейлора и её следствия

Как мы показали в § 7, сумма степенного ряда
∞∑
k=0

ak(z− z0)k в его кру-

ге сходимости {z : |z − z0| < R} является аналитической функцией. Эта
теорема допускает обращение. Приводимый ниже глубокий результат на-
зывают теоремой Тейлора, хотя выдающийся английский математик Брук
Тейлор (B. Taylor, 1685–1731) использовал степенные ряды только в дей-
ствительной ситуации.

Теорема 10.1 (теорема Тейлора). Аналитическая в области E
функция f(z) в окрестности каждой точки z0 ∈ E представляется в
виде степенного ряда

f(z) =
∞∑
k=0

ak(z − z0)k, (10.1)

радиус сходимости которого удовлетворяет неравенству R ≥ d, где d
— расстояние от z0 до границы E. При любом δ с условием 0 < δ < d
коэффициенты разложения (10.1) удовлетворяют соотношениям

ak =
1

2πi

∫
|ξ−z0|=δ

f(ξ)

(ξ − z0)k+1
dξ =

fk(z0)

k!
, k = 0, 1, 2, . . . (10.2)

Ряд (10.1) c коэффициентами (10.2) называется рядом Тейлора функ-
ции f(z). Явные выражения для коэффициентов ak гарантируют един-
ственность разложения (10.1).

Заметим, что теорема, обратная к теореме 7.1 (об аналитичности сум-
мы степеннного ряда), получается, если в качестве E взять круг
|z − z0| < R.

По поводу доказательства теоремы 10.1 см., например, [1], [7]. Главные
идеи этого рассуждения содержатся в доказательстве теоремы Лорана,
которое мы приведём в § 11.

Остановимся на некоторых следствиях теоремы Тейлора.
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Теорема 10.2 (неравенства Коши). Если внутри круга сходимо-
сти |z − z0| < R степенного ряда (10.1) для его суммы f(z) выполняется
неравенство |f(z)| < M, то

|ak| ≤
M

Rk
, k = 0, 1, 2, . . . (10.3)

Доказательство. Пусть 0 < δ < R. Применим (10.2) и свойства инте-
грала:

|ak| =

∣∣∣∣∣∣∣
1

2πi

∫
|ξ−z0|=δ

f(ξ)

(ξ − z0)k+1
dξ

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
1

2π

∫
|ξ−z0|=δ

|f(ξ)|
δk+1

ds ≤

≤ 1

2π
M · 2πδ

δk+1
=
M

δk
.

Неравенства (10.3) получаются из оценки |ak| ≤ M
δk

после перехода к пре-
делу при δ → R. �

Следующее красивое утверждение, по-видимому, впервые сформули-
ровал Огюстен Коши (1844). Однако исторически название теоремы свя-
зывают с именем Жозефа Лиувилля (J. Liouville, 1809–1882), который из-
ложил этот результат в своих лекциях (1847). Целой функцией называется
функция, аналитическая на всей комплексной плоскости.

Теорема 10.3 (теорема Лиувилля). Ограниченная целая функция
есть константа.

Доказательство. Пусть функция f(z) — целая, |f(z)| < M . В качестве
центра z0 ряда Тейлора (10.1) можно взять любую точку z0; зафиксируем
её. Разложение (10.1) справедливо в круге |z − z0| < R c любым R > 0.
Перейдём в неравенствах Коши (10.3) к пределу при R→∞. Для любого
k ≥ 1 это даст ak = 0. Поэтому f(z) = a0, т. е. f(z) постоянна. �

Теорема 10.4 (внутренняя теорема единственности аналити-
ческой функции). Пусть аналитические в области E функции f(z) и
g(z) совпадают на некотором подмножестве D ⊂ E, причём D имеет
по крайней мере одну предельную точку z0 ∈ E. Тогда f(z) = g(z) всюду
в E.

Доказательство. Так как E — область, то точка z0 является внутрен-
ней точкой E. Обозначим через d расстояние от z0 до границы E. Пусть
0 < δ < d. Покажем сначала, что f(z) = g(z) в окрестности |z − z0| < δ.

В силу теоремы Тейлора в круге |z − z0| < δ

f(z) =
∞∑
k=0

ak(z − z0)k, g(z) =
∞∑
k=0

bk(z − z0)k. (10.4)
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Так как z0 — предельная точка множества совпадения D, то существует
последовательность zn ∈ D такая, что zn → z0, zn 6= z0. Начиная с некото-
рого n, верно |zn − z0| < δ. Для таких n равенства f(zn) = g(zn) с учётом
(10.4) переписываются в виде

∞∑
k=0

ak(zn − z0)k =
∞∑
k=0

bk(zn − z0)k. (10.5)

Используем теперь непрерывность суммы степенного ряда и перейдём в
(10.5) к пределу при n → ∞. Это даст a0 = b0. Вычтем из обеих частей
(10.5) a0 и разделим получившееся соотношение на zn − z0 6= 0:

∞∑
k=1

ak(zn − z0)k−1 =
∞∑
k=1

bk(zn − z0)k−1.

Повторный переход к пределу при n → ∞ даcт a1 = b1. Действуя таким
образом, получим ak = bk для всех k. Следовательно, f(z) = g(z) всюду в
круге |z − z0| < δ.

Пусть теперь z1 — произвольная точка E. Покажем, что f(z1) = g(z1).
Соединим z0 и z1 непрерывной кривой Γ, лежащей в E. Пусть % > 0 —
расстояние от Γ до границы E. Возьмём положительное τ < %. Построим
конечную совокупность конгруэнтных кругов C(τ ; ξ), ξ ∈ Γ, покрывающих
Γ. В качестве центра ξ1 первого круга U1 возьмём точку пересечения Γ с
окружностью |z − z0| = δ. В качестве центра ξ2 второго круга U2 возьмём
точку пересечения Γ с границей круга U1, и так далее. Итак, в качестве
центра ξn+1 круга Un+1, n ≥ 1, берётся точка пересечения Γ c границей
Un. По построению, последний круг UN накрывает z1. Так как центр ξ1

первого круга U1 есть предельная точка множества |z−z0| < δ, на котором
f(z) = g(z), то по предыдущим рассуждениям это равенство сохраняется
всюду в U1. Далее, ξ2 есть предельная точка U1, значит, f(z) = g(z) в круге
U2. Рассуждая таким образом, мы получим, что f(z) и g(z) совпадают в
каждом круге U1, U2, . . . , UN . Так как z1 ∈ UN , то f(z1) = g(z1).

Теорема доказана. �

Обратим внимание читателя на то, что в доказательстве теоремы 10.4
используются тейлоровские разложения с центрами в различных точках,
а именно в точках z0, ξ1, . . . , ξN .

Hулём аналитической функции f(z) называется точка z0, для которой
f(z0) = 0. Натуральное m назвывается порядком или кратностью нуля
z0, если для разложения f(z) в окрестности z0 в ряд Тейлора a0 = . . . =
am−1 = 0, am 6= 0, т. e.

f(z) =
∞∑
k=m

ak(z − z0)k, am 6= 0.
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В силу (10.2) это эквивалентно

f(z0) = f (1)(z0) = . . . = f (m−1)(z0) = 0, f (m)(z0) 6= 0.

Теорема 10.5. Аналитическая функция f(z), не равная тождествен-
но нулю, в любой замкнутой ограниченной области имеет не более ко-
нечного числа нулей. Если f(z) — целая, то её число нулей не более чем
счётно, причём предельной точкой нулей может быть лишь z =∞.

Этот результат легко следует из предыдущей теоремы и свойств ком-
пактных множеств. Подробности рассуждения предоставляются читателю
в качестве упражнения.

Наконец, коротко отметим связь рассматриваемых вопросов и свойств
так называемого аналитического продолжения. Пусть E — область, D —
подобласть E. Предположим, что функции f(z) и g(z) обладают следую-
щими свойствами:

(1◦) f(z) — аналитическая в D, а g(z) — аналитическая в E;
(2◦) если z ∈ D, то g(z) = f(z).

При выполнении этих условий функция g(z) называется аналитическим
продолжением функции f(z) с области D на область E. Не вдаваясь
здесь в вопросы о существовании аналитического продолжения и методах
его построения, отметим такой результат, вытекающий из теоремы 10.4.
Если аналитическое продолжение существует, то оно является един-
ственным.

§ 11. Теорема Лорана

Рядом Лорана с центром в точке z0 ∈ C называется ряд вида

∞∑
k=−∞

ak(z − z0)k, (11.1)

ak ∈ C — фиксированные числа, z ∈ C — переменное. Для того чтобы
ответить на вопрос о множестве точек сходимости этого ряда, разобъём
его на два:

∞∑
k=−∞

ak(z − z0)k =
∞∑
k=0

ak(z − z0)k +
−∞∑
k=−1

ak(z − z0)k. (11.2)
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Эти ряды называют соответственно правильной частью и главной частью
ряда (11.1). Очевидно, что множество сходимости исходного ряда есть пе-
ресечение множеств сходимости рядов (11.2). Обозначим сумму правиль-
ной части через s1(z), а сумму главной части — через s2(z):

s1(z) =
∞∑
k=0

ak(z − z0)k, s2(z) =
−∞∑
k=−1

ak(z − z0)k.

Пусть s(z) — сумма исходного ряда Лорана. Тогда s(z) = s1(z) + s2(z).
Сначала рассмотрим правильную часть ряда Лорана, т. e. ряд

∞∑
k=0

ak(z − z0)k.

Как было показано в § 5, множество точек сходимости этого ряда либо
состоит из одной точки z0, либо представляет собой круг |z− z0| < R (воз-
можно, R = ∞). Во второй ситуации в любом меньшем круге
|z− z0| < R1, 0 < R1 < R, ряд сходится равномерно. Cумма s1(z) правиль-
ной части в круге его сходимости есть функция аналитическая (см. § 7).

Обратимся к главной части ряда Лорана, т. е. ряду

−∞∑
k=−1

ak(z − z0)k. (11.3)

Каждый член этого ряда имеет смысл для всех точек z ∈ C, удовлетворя-
ющих условию |z−z0| > 0, т. e. для z 6= z0. C помощью замены z−z0 = 1/ξ
этот ряд записывается как обычный степенной ряд

∞∑
k=1

a−kξ
k. (11.4)

Примем ξ = 0 при z =∞. Круг сходимости ряда (11.4) имеет вид |ξ| < r1

(возможно, r1 = ∞). Поэтому ряд (11.3) сходится на множестве
|z− z0| > r, где r = 1/r1 (возможно, r = 0). При этом на любом множестве
вида |z − z0| > % > r ряд (11.3) сходится равномерно. Сумма s2(z) этого
ряда в области его сходимости есть функция аналитическая. Последний
факт следует из аналитичности суммы ряда (11.4) в круге |ξ| < r1.

Таким образом, если введённые выше числа r и R удовлетворяют нера-
венству r < R, то ряд Лорана (11.1) сходится в кольце

K := {z ∈ C : r < |z − z0| < R}.

Возможно, r = 0, R =∞. В любом меньшем концентрическом кольце схо-
димость этого ряда равномерная. Сумма s(z) ряда Лорана в кольце K его
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сходимости есть функция аналитическая. Французский математик Пьер
Альфонс Лоран (P.A. Laurent, 1813–1854) в 1843 г. доказал, что справед-
ливо и обратное утверждение.

Теорема 11.1 (теорема Лорана). Аналитическая в кольце K функ-
ция f(z) в каждой точке z ∈ K представляется в виде ряда

f(z) =
∞∑

k=−∞

ak(z − z0)k. (11.5)

При любом δ c условием r < δ < R выполняются равенства

ak =
1

2πi

∫
|ξ−z0|=δ

f(ξ)

(ξ − z0)k+1
dξ, k = 0,±1,±2, . . . (11.6)

Представление функции f(z) её рядом (11.5) является единственным.
Ряд (11.5) называется рядом Лорана функции f(z).
Доказательство. Сначала докажем существование разложения (11.5).

Зафиксируем z ∈ K. Рассмотрим меньшее концентрическое кольцо K1,
содержащее z. ПустьK1 = {z ∈ C : r1 < |z−z0| < R1}, где r < r1 < R1 < R.
По интегральной формуле Коши для многосвязной области (см. теорему
9.3),

f(z) =
1

2πi

∫
∂K1

f(ξ)

ξ − z
dξ, (11.7)

где ∂K1 — полная граница K1. Обозначим γ% := {ξ ∈ C : |ξ − z0| = %}.
Очевидно, ∂K1 состоит из окружностей γR1 и γr1 , причём при интегри-
ровании по ∂K1 внутренняя окружность γr1 проходится в отрицательном
направлении. Таким образом, (11.7) эквивалентно

f(z) =
1

2πi

∫
γR1

f(ξ)

ξ − z
dξ − 1

2πi

∫
γr1

f(ξ)

ξ − z
dξ =

=
1

2πi

∫
γR1

f(ξ)

ξ − z
dξ +

1

2πi

∫
γr1

f(ξ)

z − ξ
dξ =

=
1

2πi

∫
γR1

f(ξ)

ξ − z0

· 1

1− z−z0
ξ−z0

dξ +
1

2πi

∫
γr1

f(ξ)

z − z0

· 1

1− ξ−z0
z−z0

dξ. (11.8)

Для ξ ∈ γR1 выполняется |z− z0| < |ξ− z0|, т. е. q := |z− z0|/|ξ− z0| < 1.
Поэтому справедливо равенство

1

1− z−z0
ξ−z0

=
∞∑
k=0

(
z − z0

ξ − z0

)k
, (11.9)
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причём ряд сходится равномерно по ξ ∈ γR1 . Достаточно применить при-
знак Вейерштрасса (см. теорему 4.1), сравнивая данный ряд со сходящим-
ся числовым рядом

∑
qk. Надо ещё учесть, что для |w| < 1

∞∑
k=0

wk =
1

1− w
.

Для ξ ∈ γr1 верно |ξ − z0| < |z − z0|, или p := |ξ − z0|/|z − z0| < 1.
Поэтому выполняется равенство

1

1− ξ−z0
z−z0

=
∞∑
k=0

(
ξ − z0

z − z0

)k
, (11.10)

причём ряд сходится равномерно по ξ ∈ γr1 . Это следует из признака
Вейерштрасса в результате сравнения этого ряда со сходящимся числовым
рядом

∑
pk.

Далее применим следующее свойство комплексного интеграла. Если
функции gn непрерывны на кусочно-гладкой кривой Жордана Γ и gn → g
при n→∞ равномерно на Γ, то∫

Γ

gn(ξ) dξ →
∫
Γ

g(ξ) dξ, n→∞.

Отсюда следует, что равномерно сходящиеся ряды можно интегрировать
почленно. Точнее, если αk(ξ) непрерывны и равномерно на Γ

∞∑
k=0

αk(ξ) = α(ξ),

то ∫
Γ

α(ξ) dξ =

∫
Γ

(
∞∑
k=0

αk(ξ)

)
dξ =

∞∑
k=0

∫
Γ

αk(ξ) dξ.

Продолжим оценку (11.8) с учётом последнего свойства, а также пред-
ставлений (11.9) и (11.10):

f(z) =
1

2πi

∫
γR1

f(ξ)

ξ − z0

∞∑
k=0

(z − z0)k

(ξ − z0)k
dξ +

1

2πi

∫
γr1

f(ξ)

z − z0

∞∑
k=0

(ξ − z0)k

(z − z0)k
dξ =

=
∞∑
k=0

(z−z0)k · 1

2πi

∫
γR1

f(ξ)

(ξ − z0)k+1
dξ+

∞∑
k=0

(z−z0)−k−1 · 1

2πi

∫
γr1

f(ξ)(ξ−z0)k dξ.
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В последнем слагаемом для индекса суммирования сделаем замену j :=
−k−1 и затем вернёмся к прежнему обозначению k. Это даст возможность
записать второе слагаемое в виде

−∞∑
k=−1

(z − z0)k · 1

2πi

∫
γr1

f(ξ)

(ξ − z0)k+1
dξ.

Таким образом, справедливо разложение

f(z) =
∞∑
k=0

ak(z − z0)k +
−∞∑
k=−1

ak(z − z0)k,

коэффициенты которого имеют вид

ak =
1

2πi

∫
|ξ−z0|=R1

f(ξ)

(ξ − z0)k+1
dξ, k = 0, 1, 2, . . . ;

ak =
1

2πi

∫
|ξ−z0|=r1

f(ξ)

(ξ − z0)k+1
dξ, k = −1,−2, . . .

Так как подинтегральное выражение f(ξ)(ξ − z0)−k−1 является аналити-
ческой функцией ξ ∈ K, то значения интегралов не изменятся при про-
извольной деформации внутри K контуров интегрирования (это следует
из теоремы Коши для многосвязной области, см. § 8). Поэтому при вы-
числении ak при всех k ∈ Z в качестве контура интегрирования можно
взять любую окружность |z − z0| = δ, где 0 < δ < R. Это означает, что
справедливы равенства (11.6).

Теперь установим единственность разложения f(z) в ряд Лорана в дан-
ном кольце K. Допустим, что в этом кольце

f(z) =
∞∑

k=−∞

ak(z − z0)k =
∞∑

k=−∞

bk(z − z0)k.

Как было отмечено, эти ряды сходятся в K равномерно. Возьмём любое
целое n. Умножим равенство

∞∑
k=−∞

ak(z − z0)k =
∞∑

k=−∞

bk(z − z0)k

на (z − z0)−n−1 и проинтегрируем по окружности |z − z0| = δ. Для любого
целого m 6= −1 выполняется∫

|z−z0|=δ

(z − z0)m dz = 0,
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а если m = −1, то этот интеграл равен 2πi. (Докажите самостоятельно в
качестве упражнения.) Поэтому∫

|z−z0|=δ

∞∑
k=−∞

ak(z − z0)k−n−1 dz = 2πi · an,

∫
|z−z0|=δ

∞∑
k=−∞

bk(z − z0)k−n−1 dz = 2πi · bn.

Таким образом, an = bn. В силу произвольности n оба разложения совпа-
дают.

Теорема полностью доказана. �

Единственность ряда Лорана важна для практического нахождения
разложения (11.5). Возможно, что разложение f(z) по степеням (z − z0)k,
k ∈ Z, удаётся получить в кольце K каким-то способом, минуя непосред-
ственное вычисление коэффициентов по громоздким формулам (11.6). То-
гда это разложение совпадает с (11.5) и для ak выполняются равенства
(11.6). Примеры и упражнения на эту тему даны в § 8 части 1.

При вычислении коэффициентов ak интегрирование в (11.6) можно вы-
полнять по любому контуру Γ, содержащему z0 внутри себя и лежащему в
области аналитичности f(z). Это свойство уже отмечалось в доказатель-
стве теоремы 11.1.

Отметим здесь, что разложения в ряды Лорана играют важную роль
при исследовании изолированных особых точек функций. В этом случае
кольцо K задаётся неравенствами 0 < |z − z0| < R (если z0 — конечная
изолированная особая точка) или R < |z| < ∞ (если рассматривается
бесконечно удалённая особая точка). По поводу этой тематики см. §§ 9–11
главы 1. Доказательства приведённых там теорем читатель может найти,
например, в [1], [7], [8].

§ 12. Круговое свойство дробно-линейного
отображения

В этом параграфе мы приведём два доказательства так называемого
кругового свойства невырожденного дробно-линейного отображения, т. е.
отображения вида

f(z) =
az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ C, ad− bc 6= 0. (12.1)

Это свойство формулируется следующим образом.
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Теорема 12.1. Каждое невырожденное дробно-линейное отображе-
ние переводит окружность или прямую в окружность или прямую.

Если прямую называть окружностью бесконечно большого радиуса
(или окружностью, проходящей через точку ∞), то круговое свойство
можно сформулировать и в более коротком видe: каждое отображение
(12.1) переводит окружность в окружность.

Доказательство 1. Невырожденное линейное преобразование

w = az + b, a 6= 0, (12.2)

есть результат суперпозиции трёх отображений

ξ = |a|z, (12.3)

η = ei arg aξ, (12.4)

w = η + b. (12.5)

Отображение (12.3) является гомотетией (преобразованием подобия) с цен-
тром в точке z = 0 и коэффициентом гомотетии r = |a| > 0. Отображение
(12.4) представляет собой поворот вокруг точки ξ = 0 на угол ϕ = arg a.
Наконец, (12.5) есть параллельный перенос на вектор b. Геометрически
очевидно, что каждое из этих отображений обладает круговым свойством.
Следовательно, и невырожденное линейное отображение (12.2) этим свой-
ством обладает.

Невырожденное дробно-линейное отображение (12.1) при c = 0 реду-
цируется к линейному отображению, а при c 6= 0 является результатом
суперпозиции линейного отображения, преобразования w = 1/z (с точно-
стью до обозначения переменных) и параллельного переноса. Последнее
следует из равенств

f(z) =
az + b

cz + d
=

a
c
(cz + d)− ad

c
+ b

cz + d
=
a

c
+

bc− ad
c(cz + d)

.

В силу предыдущего достаточно показать, что круговым свойством обла-
дает и преобразование расширенной комплексной плоскости, задаваемое
равенством

w =
1

z
. (12.6)

Любая прямая или окружность на декартовой плоскости Oxy может
быть задана уравнением

A(x2 + y2) +Bx+ Cy +D = 0, B2 + C2 > 4AD. (12.7)

Наоборот, любое уравнение (12.7) задаёт окружность (при A 6= 0) или
прямую (при A = 0). (Читателю предлагается доказать эти утверждения
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в качестве упражнения.) Пусть w = 1/z. Положим z = x+ iy, w = u+ iv.
Тогда

z =
1

w
=

1

u+ iv
=

u− iv
u2 + v2

,

x =
u

u2 + v2
, y = − v

u2 + v2
.

Подставим выражения для x и y в уравнение (12.7). После простых пре-
образований получим

D(u2 + v2) +Bu− Cv + A = 0

— уравнение того же типа, что и (12.7). Поэтому отображение (12.6) пере-
водит прямую или окружность на плоскости z в прямую или окружность
на плоскости w.

Доказательство 2. Применим другой способ записи уравнений.
Каждая окружность или прямая на плоскости z может быть задана

так называемым уравнением Аполлония∣∣∣∣z − pz − q

∣∣∣∣ = k, k > 0. (12.8)

Здесь p, q ∈ C — фиксированные точки. Особый случай k = 1 соответ-
ствует прямой. Если k 6= 1, то точки p и q лежат на одной прямой с цен-
тром окружности (12.8) по одну сторону от него, причём произведение их
расстояний от центра равно квадрату радиуса окружности. Такие точки
называются сопряжёнными относительно окружности.

Наоборот, любое уравнение вида (12.8) при k = 1 задаёт прямую (а
именно прямую, проходящую через середину отрезка pq перпендикулярно
к нему). Если k 6= 1, то (12.8) задаёт окружность с сопряжёнными точками
p и q. Центр z0 и радиус R этой окружности имеют вид

z0 =
p− k2q

1− k2
, R =

k|p− q|
|1− k2|

.

Доказательства этих утверждений в нетривиальном случае k 6= 1 при-
водятся, например, в [9; гл. 6, § 6.2].

Пусть (12.8) — уравнение рассматриваемой окружности или прямой.
Если

w = f(z) =
az + b

cz + d
,

то
z =

dw − b
−cw + a

.

Поэтому отображение (12.1) переводит это уравнение в уравнение∣∣∣∣dw − b− p(−cw + a)

dw − b− q(−cw + a)

∣∣∣∣ = k.
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Его можно записать в виде ∣∣∣∣w − p′w − q′

∣∣∣∣ = k′, (12.9)

где мы положили

p′ :=
ap+ b

cp+ d
, q′ :=

aq + b

cq + d
, k′ = k

∣∣∣∣cq + d

cp+ d

∣∣∣∣ .
Последнее уравнение имеет тот же вид, что и (12.8). Значит, дробно-
линейное отображение обладает круговым свойством.

Заметим, что при отображении w = f(z) точки p и q, сопряжённые от-
носительно окружности (12.8), преобразуются в точки p′ и q′, сопряжённые
относительно окружности (12.9). �

Важным достоинством второго доказательства является его конструк-
тивность. Метод доказательства даёт возможность найти в явном виде
образ любой окружности или прямой при дробно-линейном отображении.

§ 13. Доказательство основной теоремы
алгебры средствами ТФКП

Громкое название основная теорема алгебры исторически закрепилось
за следующим утверждением, называемым также иногда теоремой Да-
ламбера – Гаусса.

Теорема 13.1 (основная теорема алгебры). Каждый алгебраиче-
ский многочлен с комплексными коэффициентами степени ≥ 1 имеет
комплексный корень.

Великий Карл Фридрих Гаусс (K. F. Gauss, 1777–1855) начиная с 1799 г.
опубликовал четыре различных доказательства этой теоремы. Известные
доказательства, использующие средства действительного анализа, сравни-
тельно длинны (см., например, [3; гл. 6, § 3]). Наиболее коротко основная
теорема алгебры доказывается с применением аппарата теории функций
комплексного переменного. Одно такое доказательство мы и приведём.

Доказательство. Пусть f(z) — любой многочлен из условия теоремы.
Допустим, что не существует z0 ∈ C, для которого f(z0) = 0. Пусть

F (z) =
1

f(z)
.

Тогда F (z) является целой функцией, т. е. функцией, аналитической на
всей комплексной плоскости. Кроме того, F (z) является ограниченной.
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Действительно, так как deg f ≥ 1, то f(z) → ∞ при z → ∞. Поэто-
му F (z) → 0 при z → ∞. Следовательно, существует R > 0 такое, что
при |z| > R выполняется |F (z)| ≤ 1. Круг |z| ≤ R является компактным
подмножеством плоскости. На нём непрерывная действительная функция
|F (z)| является ограниченной: для некоторого A > 0 при |z| ≤ R верно
|F (z)| ≤ A. Поэтому для любого z ∈ C выполняется неравенство

|F (z)| ≤ max(1, A).

Применим к F (z) теорему Лиувилля (см. теорему 10.3), согласно ко-
торой ограниченная целая функция есть константа. Для некоторого c и
любого z ∈ C верно F (z) = c. Но F (z) → 0 при z → ∞. Значит, c = 0.
Приходим к равенству

1

f(z)
= 0,

которое невозможно ни при каком z. Полученное противоречие завершает
доказательство. �

99



Литеpатуpа

1. Бицадзе, А.В. Основы теоpии аналитических функций комплексного
пеpеменного : учеб. пособие для вузов / А.В. Бицадзе. – 2-е изд., доп.
– М. : Наука, 1972. – 264 с.

2. Волковыский, Л.И. Сбоpник задач по теоpии функций комплексного
пеpеменного: учеб. пособие для вузов / Л.И. Волковыский,
Г.Л. Лунц, И. Г. Аpаманович. – 4-е изд., перераб. – М. : Физматлит,
2002. – 312 с.

3. Кострикин, А.И. Введение в алгебру. Ч. 1 : Основы алгебры : учеб-
ник для вузов / А.И. Кострикин. – М. : Физматлит, 2000. – 272 с.

4. Кpаснов, М.Л. Функции комплексного пеpеменного. Опеpационное
исчисление. Теоpия устойчивости : учеб. пособие / М.Л. Кpаснов,
А.И. Киселёв, Г.И. Макаренко. – М. : Наука, 1971. – 256 с.

5. Невский, М.В. Лекции по алгебре : учеб. пособие для вузов /
М.В. Невский. – Ярославль : ЯрГУ, 2002. – 265 с.

6. Невский, М.В. Упражнения по дисциплине "Теория функций ком-
плексного переменного" : метод. указания / М.В. Невский. – Яро-
славль : ЯрГУ, 2008. – 60 с.

7. Пpивалов, И.И. Введение в теоpию функций комплексного пеpемен-
ного : учебник для вузов / И.И. Пpивалов. – 14-е изд. – М. : Высшая
школа, 1999. – 432 с.

8. Свешников, А. Г. Теория функций комплексной переменной : учеб-
ник для вузов / А. Г. Свешников, А.Н. Тихонов. – 6-е изд. – М. :
Физматлит, 2010. – 335 с.

9. Титчмарш, Е. Теория функций : пер. с англ. / Е. Титчмарш. – 2-е
изд., перераб. – М. : Наука, 1980. – 464 с.

100



Указатель имён

Абель, Нильс Хенрик (N.H. Abel, 1802–1829)
Адамар, Жак (J. Hadamard, 1865–1963)
Аполлоний (ок. 260 до н. э.–190 до н. э.)
Арган, Жан Робер (J.R. Argand, 1768–1822)
Бессель, Фридрих Вильгельм (F.W. Bessel, 1784–1846)
Больцано, Бернард Пласидус Йоханн Непомук (B.P. J.N. Bolzano,
1781–1848)
Бомбелли, Рафаэль (R. Bombelli, ок. 1526–1572)
Борель, Эмиль (E. Borel, 1871–1956)
Вейерштрасс, Карл Теодор Вильгельм (K.T.W. Weirstrass, 1815–1897)
Вессель, Каспер (K.Wessel, 1745–1818)
Гамильтон, Уильям Роуан (W.R. Hamilton, 1805–1865)
Гаусс, Карл Фридрих (K. F. Gauss, 1777–1855)
Гейне, Генрих Эдуард (H.E. Heine, 1821–1881)
Гурса, Эдуар Жан-Батист (E. J.-B. Goursat, 1858–1936)
Даламбеp, Жан Лерон (J. Le R. D’Alembert, 1717–1783)
Декарт, Рене (R. Descartes, 1596–1650)
Жордан, Мари Энмон Камиль (M.E.C. Jordan, 1838–1922)
Кардано, Джироламо (G. Cardano, 1501–1576)
Котес, Роджер (R. Cotes, 1682–1716)
Коши, Огюстен Луи (A. L. Cauchy, 1789–1857)
Кэли, Артур (A. Cayley, 1821–1895)
Лебег, Анри Леон (H. L. Lebesgue, 1875–1941)
Лейбниц, Готфрид Вильгельм (G.W. Leibniz, 1646–1716)
Лиувилль, Жозеф (J. Liouville, 1809–1882)
Лоран, Пьер Альфонс (P.A. Laurent, 1813–1854)
Морера, Джиачинто (G. Morera, 1856–1909)
Муавр, Абрахам де (A. de Moivre, 1667–1754)
Ньютон, Исаак (I. Newton, 1643–1727)
Риман, Георг Фридрих Бернхард (G. F.B. Riemann, 1826–1866)
Руше, Эжен (E. Rouche, 1832–1910)
Сохоцкий, Юлиан Васильевич (1842–1927)
Тейлор, Брук (B. Taylor, 1685–1731)
Эйлер, Леонард (L. Euler, 1707–1783)

101



Приложения

О содеpжании дисциплины
"Теория функций комплексного переменного"

для специальности
"Компьютерная безопасность"

Ниже приводятся выдержки из рабочей учебной программы по дис-
циплине "Теория функций комплексного переменного" (ТФКП) для сту-
дентов, обучающихся по специальности "Компьютерная безопасность" на
математическом факультете Ярославского государственного университета
им. П. Г. Демидова, и примерной программы зачёта по ТФКП для данной
специальности. Эти материалы составлены автором настоящего учебного
пособия. Приводится также относящаяся к ТФКП часть программы ито-
гового междисциплинарного государственного экзамена по специальности
"Компьютерная безопасность".

Пpиложение 1

Выдержка
из рабочей учебной программы дисциплины

"Теория функций комплексного переменного" .
Cпециальность "Компьютерная безопасность"

1. Введение. Предмет и исторические этапы теории функций ком-
плексного переменного. Подходы Коши, Вейерштрасса и Римана к харак-
теризации аналитической функции.

2. Комплексные числа и действия с ними. Алгебраическая и три-
гонометрическая формы комплексного числа. Модуль и аргумент. Алгеб-
раические свойства поля C. Интерпретация Римана комплексных чисел.

3. Множества на расширенной комплексной плоскости. Откры-
тые и замкнутые множества. Граница. Связность. Односвязные и много-
связные множества. Гладкие и кусочно-гладкие кривые Жордана.

4. Последовательности и ряды комплексных чисел. Предел по-
следовательности. Сумма числового ряда. Основные теоремы о пределаx.
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5. Однозначные и многозначные функции. Предел по Коши и по
Гейне. Непрерывность и равномерная непрерывность.

6. Функциональные ряды. Сходимость в точке, на множестве, рав-
номерная. Признак Вейерштрасса равномерной сходимости. Теорема о не-
прерывности суммы равномерно сходящегося ряда.

7. Степенные ряды. Теорема Абеля. Круг и радиус сходимости. Фор-
мула Коши – Адамара. Определение функций f(z) = ez, f(z) = sin z,
f(z) = cos z с помощью степенных рядов, их свойства.

8. Дифференцируемость функций комплексного переменного.
Производная. Условия Коши – Римана. Аналитические функции. Анали-
тичность суммы степенного ряда.

9. Понятие о конформном отображении. Свойства постоянства
углов и постоянства растяжений для аналитической функции.

10. Некотоpые важные функции комплексного переменного.
Области однолистности функций f(z) = zn, f(z) = ez. Понятие о римано-
вой поверхности. Функции f(z) = n

√
z, f(z) = Ln z, f(z) = ln z. Дробно-

линейная функция и её свойства.
11. Интегрирование функций комплексного переменного.

Определение и свойства интеграла. Теорема Коши для односвязной и мно-
госвязной областей. Интегральная формула Коши. Формула среднего зна-
чения. Пpинцип максимума модуля. Гармонические функции.

12. Интеграл типа Коши. Бесконечная дифференцируемость ана-
литической функции.

13. Ряды Тейлора. Теорема Тейлора. Неравенства Коши. Теорема
Лиувилля. Теорема о единственности аналитической функции. Нули ана-
литической функции. Правильные и особые точки. Понятие аналитиче-
ского продолжения.

14. Ряды Лорана. Кольцо сходимости ряда Лорана. Теорема Лорана.
Единственность ряда Лорана.

15. Изолированные особые точки аналитической функции.
Определение и классификация изолированных особых точек. Поведение
функции в окрестности изолированной особой точки. Теорема Сохоцкого
– Вейерштрасса.

16. Вычеты. Теоремы о вычетах. Вычисление определённых интегра-
лов с помощью вычетов. Логарифмический вычет. Число нулей аналити-
ческой функции. Принцип аргумента. Теорема Руше. Основная теоpема
алгебры и её доказательство сpедствами ТФКП.
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Пpиложение 2

Примерная программа зачёта
по дисциплине

"Теоpия функций комплексного пеpеменного" .
Специальность "Компьютеpная безопасность"

(2-й курс, 3-й семестр)

1. Комплексные числа и действия с ними.
2. Расширенная комплексная плоскость. Интерпретация Римана ком-

плексных чисел.
3. Открытые и замкнутые множества на расширенной комплексной

плоскости. Граница. Связность. Односвязные и многосвязные множества.
4. Последовательности и ряды комплексных чисел.
5. Однозначные функции. Предел по Коши и по Гейне. Непрерывность

и равномерная непрерывность.
6. Функциональные ряды. Признак Вейерштрасса равномерной сходи-

мости. Теорема о непрерывности суммы равномерно сходящегося ряда.
7. Степенные ряды. Теорема Абеля. Круг и радиус сходимости. Фор-

мула Коши – Адамара.
8. Определение функций ez, sin z, cos z с помощью степенных рядов, их

свойства.
9. Производная. Условия Коши – Римана и дифференцируемость функ-

ции комплексного переменного.
10. Аналитические функции. Аналитичность суммы степенного ряда.
11. Однолистные функции. Области однолистности функций zn, ez.

Функции n
√
z, Ln z, ln z.

12. Дробно-линейная функция и её свойства.
13. Определение и свойства интеграла от функции комплексного пере-

менного.
14. Теорема Коши для односвязной и многосвязной областей.
15. Интегральная формула Коши.
16. Интеграл типа Коши. Бесконечная дифференцируемость аналити-

ческой функции.
17. Теорема Тейлора. Неравенства Коши. Теорема Лиувилля.
18. Теорема о единственности аналитической функции. Нули, правиль-

ные и особые точки аналитической функции.
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19. Ряд Лорана. Теорема Лорана.
20. Изолированные особые точки и их классификация. Поведение ана-

литической функции в окрестности изолированной особой точки. Теорема
Сохоцкого – Вейерштрасса.

21. Вычеты. Теоремы о вычетах.
22. Вычисление определённых интегралов с помощью вычетов.
23. Логарифмический вычет. Число нулей аналитической функции.
24. Принцип аргумента. Теорема Руше. Доказательство основной тео-

ремы алгебры средствами ТФКП.

Пpиложение 3

Выдержка из программы государственного
итогового междисциплинарного экзамена

по специальности "Компьютерная безопасность"
(6-й курс, 11-й семестp)

1. Предел и непрерывность комплекснозначной функции комплексного
переменного. Дифференцируемость функции комплексного переменного.
Условия Коши – Римана.

2. Ряды комплекснозначных функций комплексного переменного.
Равномерная сходимость ряда. Признак Вейерштрасса равномерной схо-
димости. Степенные ряды. Первая теорема Абеля. Радиус сходимости.
Равномерная сходимость степенного ряда. Непрерывность суммы ряда.
Ряд Лорана и его область сходимости.

3. Интеграл от функции комплексного переменного. Теорема Коши.
Интегральная формула Коши. Теорема о существовании производных лю-
бого порядка. Интеграл типа Коши.

4. Разложение функции комплексного переменного в ряды Лорана и
Тейлора. Теорема единственности. Классификация изолированных особых
точек. Поведение функции в окрестностях особых точек.

5. Вычеты. Основная теорема о вычетах.
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